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، رياضى�دانى به نام ديريكله، تابعى١٨٢٩لين بار در سال او
د:فى كرا معرت زير ربه صور

)x ايوگ(        
  
D(x) =

1

0
⎧
⎨
⎩

                                       
 )x گنگ(

ف است. اين تابع به تابع ديريكله معروD(x)ه، تابع امروز
د چندگانه�ى زير نيز به�دست مى�آيد:از حدو

D(x) = lim
m→∞

lim
n→∞

cosn (πm!x){ }
د؛دسر دار خوًفتار كاملا نسبت به تابع�هاى ديگر رD(x)تابع 

د، اينسم كرت دقيق و كامل ران به صـورا نمى�تو اين تابع رًلااو
بدين�جهت است كه بى�شمار عدد گويا و گنگ در دامنه�ى تابع

قعيت دقيقفته�اند كه اين امر تعيين موار گردر لابه�لاى همديگر قر

د. شكل تقريبى از آن برا امكان�پذير نمى�سازهر كدام از آن�ها ر
]0,1  ه�ى باز )١ نشان داده شده است.(شكل ١در شكل  [

د كه در هيچ نقطه�ى گوياى هم داراين تابع مشخصه�ى ديگر
ض كنيماى اثبات اين ادعا فرد. برو هيچ نقطه�ى گنگ، حد ندار

D(x) در نقطه aابر  حدى برL داشته باشد (يا lim
x→a

D(x) = L(.

دن ت با اختيـار كـردر اين صـور
  
ε = 1

2
 يافـت كـهىδان مى�تـو 

  0< x − a < δ ىى كه نامساوبه طور

)١          (
  
D(x) − L < 1

2

>0  ا ايجاد كند. اما هـمـسـايـگـى ر x − a < δ ى�شامل نقـطـه
اقـع،است (در و x2  ن و نقطه�ى گـنـگـى چـو x1  گويايى مـثـل 

د كه) نتيجه مى�شو١بى�نهايت از هر كدام). از (

  
D(x1) − L = 1− L < 1

2

  
D(x2) − L = 0− L < 1

2

نتيجه داريم:و در

  
1= 1− L + L ≤ 1− L + L < 1

2
+ 1

2
= 1

 در هيچ نقطه�اى مانندD(x)اين ممكن است، بنابركه اين غير
aد. حد ندار

،D(x)د حد در هيچ نقطـه از دامـنـه�ى تـابـع جـواين عـدم�و
ى شد و بعدهاجب شگفتى ديريكله و رياضى�دانان بعد از ومو

ابع جالب با خاصيت�هـاىرياضى�دانان به كمك اين تابـع، تـو

ىگتسويپ
راتفر
دب عباوت ىريذپ
قتشم و

ا خاتمىهرتضى بيات، زمر
نگه زنجان ـ گاوم پايه زكز تحصيلات تكميلى در علومر

. تابع ديريكله١شكل
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هعجيب و غريب ساختند كه در ادامه، به تعدادى از آن�ها اشار
مى�كنيم.

ستهان تابعى ساخت كه تنها در يك نقطه پيو آيا مى�توال:سؤ
باشد و در بقيه�ى نقاط حد نداشته باشد؟

نظر مى�گيريم:ا در تابع زير رپاسخ.
)x ايوگ(

   
  
f (x) =

x

1− x
⎧
⎨
⎩

                                       
)x گنگ(

اساس تابع ديريكله مى�نويسيم:ا براين تابع ر
           

  )x ايوگ(                                         )x ايوگ(
                             

  
f (x) = x ×

1

0
⎧
⎨
⎩

+ (1− x) ×
0

1
⎧
⎨
⎩             )x گنگ(                                         )x گنگ(

                                
)x ايوگ(

  
= xD(x) + (1− x) × (

−1

0
⎧
⎨
⎩

+1)

                                
)x گنگ(

                     = xD(x) + (1− x)(−D(x) +1)

                                = (2x −1)D(x) + (1− x)

اينبنابر

  
f (x) = (2x −1)D(x) + (1− x)

اى بر
  
x0 = 1

2
داريم  

  
f (x0) = 1

2
و هم�چنين 

  
lim

x→x0

f (x) = lim
x→x0

(2x −1)D(x) + lim
x→x0

(1− x)

.     
  
= 0+ 1

2
= 1

2
= f (x0)

اى در ضمن بر
  
x ≠ 1

2
داريم: 

  

f (x) − (1− x)
2x −1

= D(x)

فد، پس طر در هيچ نقطه�اى حد ندارD(x)از آن�جا كه تابع 

 نيز در f(x)د؛ يعنى چپ هم در هيچ نقطه حد نـدار
  
x ≠ 1

2
حد 

د.ندار

ائه مى�دهيم.ا ارق رى از مثال فواينك حالت كلى�تر
(a,b)ه�ى سته بر بـاز دو تابع پيـوg و fض كنيـم  فر.١قضيـه 

x0   در هر نقطه�ى g و fباشند؛ يعنـى  ∈(a, b) سته باشند وپيـو
x متمايز باشند؛ يعنى g و fهم�چنين  ∈(a, b) د باشد كهجومو

f (x) ≠ g(x). اگر تابع h:(a, b) → R ىر�ا با ضابطه

)٢                (
)x ايوگ(

 h(x) =
f (x)

g(x)
⎧
⎨
⎩

                                                     
)x گنگ(

x0   در hت تعريe كنيم در آن صـور ∈(a, b) سته اسـتپيو
f  اگر و تنها اگر  (x0) = g(x0).
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حسب تابـع ديـريـكـلـها بـر رh(x) مشابـه بـالا تـابـع هان.بـر
ت زير مى�نويسيم:به�صور
)٣  (       h(x) = (f (x) − g(x))D(x) + g(x)

f  ض كنـيـم فر (x0) = g(x0).ح ضو به و  h(x0) = g(x0).
از آن�جا كه 

  
lim

x→x0

(f (x) − g(x)) = اندار است، تابع كرD(x)و  0
داريم:

  
lim

x→x0

h(x) = lim
x→x0

f (x) − g(x)( )D(x) + lim
x→x0

g(x)

.                     = g(x0) = h(x0)

سـتـه بـاشـد و نـيــزپـيــو x0   در hض كـنـيــم  فـرعـكــس.بـر
  f (x0) ≠ g(x0) جا كه (فر�fض خلe). از آن (x) − g(x) تابع

x0  صفر مى�باشد، پس همسايگى از  غير،x0  ده و در سته بوپيو

,c) (كــه (c,d)مـانـنــد  d) ⊂ (a, b)(اى هــرد كـه بــرد دارجـو و
x ∈(c, d)،   f (x) − g(x) ≠ xاى  اينك بر.0 ∈(c, d) داريم

h(x) − g(x)
f(x) − g(x)

= D(x)

سته نيز پيـوD(x)سته است. پس پيـو x0  ل در ف اوحال طر
د.مى�باشد كه امكان ندار

ابر، بر١ در قضيه hستگى تابع عه نقاط پيو مجمو.١نتيجه 
fاب�هاى معادله�ى عه جومجمو (x) = g(x)  در(a,b).است 

A اگـر .٢نتـيـجـه  ⊆ R اى متنـاهـى بـه صـورمجـمـو�تعه
  A = x1,…, xn{ عهد كه مجمود دارجوباشد، آن�گاه تابعـى و {

 باشد.Aعه�ى ستگى آن، مجمونقاط پيو
,h:(a تـابـع هـان.بـر b) → R ا بـه صــوررeت زيـر تـعـريـ

مى�كنيم
)x ايوگ(   

  
h(x) =

(x − x1)(x − x2)…(x − xn )

0
⎧
⎨
⎩

    
)x گنگ(

 است.Aابر  برhستگى عه نقاط پيومجمو
ايه مى�دهيم و به كمك آن، قضيه�اى ار١اينك مشابه قضيه 

عه نقاطى كه تـابـع در آن�هـافى مى�كنيم كه مـجـمـوابعى مـعـرتو
 باشد.Aض عه�ى متناهى مفروابر مجمومشتق�پذير است بر

ى دو تابع متمايز و مشتق�پذير روg و fض كنيم  فر.٢قضيه 
(a,b) ى�x0   باشند؛ يعنى در هـر نـقـطـه ∈(a, b)پـذيـر�، مشتق

,h:(aباشند) و  b) → R ى (ر�) تعريe كنيـد. در٢ا با ضابطـه
مـشـتـق�پـذيــر اســت اگــر و فــقــط اگــر x0   در hت آن صــور

  f (x0) = g(x0) و   ′f (x0) = ′g (x0).
f  ض كنيـم  فـرهان.بـر (x0) = g(x0)  و  ′f (x0) = ′g (x0)،

)٣ابطـه�ى (مشتق�پذير است. طـبـق ر x0   در hنشان مى�دهـيـم 
داريم:

 
  

h(x) − h(x0)

x − x0

= (
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

)D(x)

          )٤(       
  
+ g(x) − g(x0)

x − x0

ابطه، حد مى�گيريم:فين راز طر

  
′h (x0) = lim

x→x0

h(x) − h(x0)

x − x0

  
= lim

x→x0

(
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

)D(x) + lim
x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0

  = 0+ ′g (x0) = ′g (x0)

اندار تابع كـرD(x)جه كنيد كه در حد بـالا، از آن�جـا كـه تو

است و 
  
lim

x→x0

(
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

) =  پس0

  
lim

x→x0

(
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

)D(x) = 0

hايـن مشتق�پذير است. بنابر x0   در hض كنيم  فرعكس.بر

،١ســتــه اســت و در�نــتــيــجــه طــبــق قــضــيــه پــيــو x0  در 
  h(x0) = f (x0) = g(x0)حـال كـافـى اسـت نــشــان دهــيــم .

  ′f (x0) = ′g (x0) ض كنيم فر  ′f (x0) ≠ ′g (x0) فر).(eض خل
) داريم:٤ابطه�ى (طبق ر

  
lim

x→x0

h(x) − h(x0)

x − x0

= lim
x→x0

(
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

)D(x)

  
+ lim

x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0

  
⇒ ′h (x0) − ′g (x0) = lim

x→x0

(
f (x) − f (x0)

x − x0

− g(x) − g(x0)

x − x0

)D(x)

f′  جه به اين كه ى با تواين تساو (x0) ≠ ′g (x0) كـه�و نيز اين
D(x)نـتـيـجـه در هيچ نقطه حـد نـدار�د، امكان�پذير نيست. در

  ′f (x0) = ′g (x0).
ابر مشتق�پذير است بـرhعه نقاطى كه تابـع  مجمو.١نتيجـه

fاب معادله�هـاى عه جـواك مجمـواست با اشتـر (x) = g(x) و
′f (x) = ′g (x) در (a,b).
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ضعـه�ى مـتـنـاهـى و مـفــرواى يـك مـجـمـو بـر.٢نـتـيـجـه 
A ⊆ (a, b)  مانند  A = x1, x2,…, xn{ د استجو تابعى مو،{

ابر باعه نقاطى كه تابع در آن نقاط مشتق�پذير است، بركه مجمو
 مى�باشد.Aعه�ى مجمو
,h:(a تـابـع هـان.بـر b) → R ا بـه صــوررeت زيـر تـعـريـ

مى�كنيم
)x ايوگ(   

  
h(x) =

(x − x1)2(x − x2)2…(x − xn )2

0

⎧
⎨
⎩ )x گنگ(

 مشتق�پذير است.A در نقاط hتابع 
ى ضـرور٢ و ١ در قضايـاى g و fستـگـى ط پيـو شرتذكـر:

f:(0,1)  ض كنيم است. فر → R  ى�fبا ضابطه (x) = xD(x) و
g:(0,1)  تابع  → R  با ضابطهg(x) = −xD(x) + x شو eدتعري

x  ، فقط در ١ مطابق قضيه g و fت در آن صور = سته هستندپيو 0
، در هيچ نقطه�اى مشتق�پذير نيستند. در حالى٢و مطابق قضيه 

h:(0,1)  كه تابع  → R ) ت ) به صور٢با ضابطهh(x) = x است
 مشتق�پذير است.(0,1)  كه اين تابع بر 

اى علاقه�مندانچند مسأله بر
ا بيابيدستگى تابع زير رستگى و ناپيو. نقاط پيو١

)x ايوگ(
        f (x) =

sin(x)

cos(x)
⎧
⎨
⎩

                         
)x گنگ(

. تابع ريمان٢شكل

. تابع زير در چه نقاطى مشتق�پذير است؟٢
)x ايوگ(

        
  
f (x) =

x2

0

⎧
⎨
⎩

                            
)x گنگ(

د؟ض كرا با تعريe زير عوان تعريe مشتق ر. آيا مى�تو٣

  

′f (x) = lim
n→∞

f (x + 1
n

) − f (x)

1
n

fاهنمايى: تابع (ر (x) = D(x) نظر بگيريد.)ا درر
د كه در هيچ نقطه�اى حد نداشتهد دارجو وf. آيا تابعى مانند ٤

اهنمايى: تابـعدر هر نقطه مشتق�پذير باشـد؟ (ر fلى باشد. و
  f (x) = −D(x) نظر بگيريد.)ا درر 1+

سته). نشان دهيد تابع زير در نقاط گنگ پيوتابع ريمان. (٥
ا ببينيد) ر٢سته است (شكلو در نقاط گويا ناپيو

                                
گنگ

  

f (x) =
0            x ∈(0,1)

1
q

       x = p
q

∈(0,1)  ,  (p, q) = 1 ,  q >0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

سته و در نقـاط. نشان دهيد تابع زير در نقاط گـنـگ پـيـو٦
سته است                                  گويا ناپيو

گنگ

  

f (x) =
x                         x ∈(0,1)

psin(
1
q

)        x = p
q

∈(0,1)  ,  (p, q) = 1 ,  q >0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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شزومآ دشر ى4هلجم ،قتشم و ىگتسويپ نوماريپ ىثحابم ،ىيانيم ىرجاهم ريدق ]١[
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