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مقدمه
ده و بـهسى كرا بررشى، تدريـس حـد ردر اين مقاله�ى آمـوز

ان گفت كه حد يكىأت مى�تودازيم. به جرم آن مى�پرتحليل مفهو
ستـان،ان دبيـراى دانش�آمـوزاز مفاهيمى اسـت كـه فـهـم آن بـر

ار است و در اينم تجربى، بسيار دشوان سو دانش�آموزًصاخصو
ده وا فقط حفظ كـران قضيه�هاى حـد ر دانش�آموزًلامقطع اصـو

ًاا محاسبه مى�كنند ليكـن اكـثـرسيله�ى آن حد تابع�هـا رحتى بـه�و
ك نمى�كنند. اين در حالى است كه حدا دراقعى حـد رم ومفهو
د تا جايى كـهد دارى كاربرشته�هاى مختلI بشـر در تمام رًتقريبا
م حد درفى، مفهـوى نيست. از طران گفت از حد گـريـزمى�تو

د و اساس و زيربناىال جاى دارانسيل و انتگرقلب حساب ديفر
ال است.م مشتق و انتگرمفهو

حد تابع
م،دازم حد بپرقبل از اين�كه به تعريI مفهو

م آن بـهفـى مـفــهــوا در مـعــرد رتـجـربـه خــو
س بيان مى�كنم.ان در كلاس دردانش�آموز

د و يك ابتدا تصوير دو فـرل.حله�ى اومر
ا پاى تابلو كشيدم (شكلخت و يك چاه ردر

ان چنيـنه�ى تصوير بـه دانـش�آمـوز) و دربار١
ا در نظر بگيريد كه بـهد رضيح دادم كه دو فـرتو

كت اين دوكت هستند و با حـرسمت چاه در حر
كتنفر به سمت چاه، سايه�هاى آن�ها نيز در حال حر

قتى ايـن دود كه وهستند. در تصوير مشاهـده مـى�شـو
فكت مى�كنند، سايه�هاى آن�هـا بـه طـرف چاه حـرنفر به طـر

د به سمت چاه،كت فران با حرد، پس مى�توديك مى�شوخت نزدر
اىضيح اين مثال برد. پس از توسى كرا نيز بررفتار سايه�ى او رر

 و سايه�ىxا به نقطه�ى د رو فر xo  ا به نقطه�ى ان، چاه ردانش�آموز
اقع مقدار حد تابع،خت، در�ودم و در تشبيه كرf(x)ا به تابع د رفر

د درضيح دادم كه فران تود. در ضمن به دانش�آمـوز بوLيعنى 
سد اما هيچ�گاهكت كند تا به لبه�ى چاه براند حراف چاه مى�تواطر
xo  ديكى  تا نزxم حد هم د و در مفهـون آن نمى�اندازا درود رخو

)١د.(شكل ابر نمى�شولى با آن برد، ومى�رو

مضيح اين مثال و ايجاد يك تصوير ذهنى از مفهوپس از تو
ىا يادآورم مقدار تابع در يك نقطه ران، مفهواى دانش�آموزحد بر

ضيح دادم.ا تودن، حد رم ميل كرل و مفهوسط جدوده و توكر
دم.ع كرحله، با يك مثال شرو در اين مرم.حله�ى دومر

ىسلاك ى	هبرجت كي
دح موهفم ىفرعم رد 

حناز حياتىفر
ياضى ايلامدبيرر

ــم،ّــت نــقـــش مـــعـــلّبــه�دلــيـــل اهـــمـــي
دارخوره�اى برت ويژّمان از اهمـيّش معلنامه�هاى آمـوزبر

اد كه ايـن مـهـم رش رياضـى در�نـظـر دارشد آمـوزاست. مـجـلـه�ى ر
نى درظاي8 اصلى خويش بداند. به�همين منظور، ستوان يكى از وبه�عنو

انيمايت�هاى معلمان رياضى باز شده است تا از�طريق آن، بتوان رومجله با�عنو
اى محققـان وايت�ها برار كنيم. ايـن روقرى با�معلمان ر ياضى بـرديك�تـرابطه�ى نزر

شـى ود تا به�تبيين نـظـريـه�هـاى آمـوزد مـى�آورجونده�اى بـه�وصـت ارزمعلمان مـحـقـق فـر
ند. آن�گاه نظريه�ها به�عملدازشد، بپرم مى�جوّس و عمل معلتدريس كه از دل كلاس در

آيند هم�چنان ادامـه پـيـداد و اين فـر عمل به�نظريه كشـانـده مـى�شـوًر مى�آيند و مـجـدداَد
مى�كند.

ستند.اى ما بفرا برد رايت�هاى خود كه روامى انتظار مى�روان گراز همكار
كاتا كه زد، زيرار گيرم قرشمند است كه در�اختيار عمومانى ارزعلم ز

دت تجربه�هاى�خوّعلم نشر آن است. معلمان عزيز بايد به�اهمي
ند.دازدن آن�ها بپرند و با�پويايى به�غنى�تر كراق8 شوو
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f   تابـع مثـال. (x) = 2x2  بـهxقتـى ض است. ومـفـرو 1+
 ميل مى�كند، تابع به سمت چه عددى ميل مى�كند؟٣سمت عدد 

  

x 2 / 75 2 / 9 2 / 99 3 3 /1 3 /1 3 / 25

f (x) 16 /12 17 / 82 18 / 88 ? 19 /11 20/ 22 22 /12

ىل، نتيجه�گيراستم، با استفاده از جدوان خواز دانش�آموز
، تابع به چه عددى ميل٣ به سمت عدد xدن كنند كه با ميل كر

دند.ا حدس ز ر١٩احتى عدد ان به�رد دانش�آموزمى�كند، كه خو
دم و گفتما به زبان رياضى بيان كرى رسپس همين نتيجه�گير

Limم به زبان رياضى، از كلمه�ى حد يا اى بيان اين مفهوكه بر

 (به معناى حد) مى�باشد،Limitكه مخفI كلمه�ى انگليسـى 
استفاده مى�كنيم و چنين مى�نويسيم:

  
Lim
x→3

f (x) = 19

مانى استفاده مى�كنيم كهضيح دادم كه از كلمه�ى حد، زو تو
 به سمت عددxمانى كه متغير مستقل ا زفتار يك تابع راهيم ربخو

سىا بررت زير رسى كنيم؛ يعنى عبـارمعينى ميل مى�كنـد، بـرر
كنيم

  
Lim
x→xo

f (x) = L

دم:ايه كرا ارو مثال زير ر

ض كنيد  فرمثال.
  
f (x) = x3 −1

x −1
جه كنيد كه تو.

x  اى در اين مثال، تابع بر = اىا به�ازتعريI نشده زير 1
  x = حال مطرد. اما اين سؤج كسر صفر مى�شو مخر،1

ديك نز١ به سمت عدد xقتى  وf(x)فتار تابع است كه ر
اىنه است؟ بـر نيست) چگو١د عدد لى خود (ومى�شو

چك�ترلى تشكيل داده و در آن مقادير كواين منظور جدو
ا نيز درن تابع گذاشته و نتايج آن را درو ر١گ�تر از و بزر
ديم:ج كرل درجدو

  

x 0/ 9 0/ 99 1 1/01 1/1

f (x) 1/ 3 1/ 49 ? 1/ 51 1/ 57

فتند كهان نتيجه گرو از آن�جا، دانش�آموز

  
Lim
x→1

f (x) = 1/ 50

 در تعريI حد يك تابع دراست تابع.حد چپ و ر
ىض بر آن است كه تـابـع رو فـر،xo  نقطه�اى مـانـنـد 

تعريI شده بـاشـد (مـگـر xo  ى شامـل فاصلـه�ى بـاز
. بدين معنـى كـه) تعريI نشده بـاشـدxo   در نقطـه�ى ًاحتمـالا

xo )�  x  ديك بـه �هـاى نـزxاى تـمـام مقـاديـر تـابـع بـه�از > xo

x  �يا < xo(.مشخص باشد ،
 ازxديم كه سى كرا در حالتى برران تعريI حد ربا دانش�آموز

تى، از مقادير بيش�ترد؛ به عبارديك شـونز xo  است به سمت ر
xo  ف چپ بـه  از طرًد (يا مشابهاديك شـونز xo  به سمت  xo  از 

xo  به سمـت  xo  ف مقادير كمـتـر از د، يعنـى از طـرديك شـونز

ت�هاى زير مى�نويسند:د) كه آن�ها به صورديك شونز

    
Lim

x→xo
+

f (x) = L2                       
    
Lim

x→xo
−
f (x) = L1

 قضيه.
  
Lim
x→xo

f (x) = L د اگر و تنها اگر حد چـپد دارجوو
L1  ابر باشند يعنى د و با هم برجوق مواست تابع فوو ر = L2.

ى كنيم اگر مقدار حدانيم چنين نتيجه�گيراز اين قضيه مى�تو
ابربا مقدار حد چپ در همان نقـطـه، بـر xo  است در نقطـه�ى ر

دم ايند كه من سعى كـرحد ندار xo   در نقطـه�ى fنباشد، تابـع 
س�تر كنم.ان ملمواى دانش�آموز، بر٢ا با تصوير شكل م رمفهو

است و از سمتض كنيد كه نور از سمت ردر اين تصوير، فر
د در جهاتچپ در دو جهت مختلI بـتـابـد و سـايـه�ى دو فـر

ت مى�گويـيـم تـابـع، حـدند. در ايـن�صـورار گـيـرمختـلـI قـر
)٢د.(شكل ندار

١شكل 
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محله، به�منظور تفهيم بهتر مفـهـو در اين مرم.حله�ى سومر
دارى نموه�ى نشان دادن مقدار حد از روحد، به تمرين�هايى دربار

دم.م حد آشنا كردار با مفهوسط نموا توان رداختم و دانش�آموزپر
ده و از آن�هـاسم كـرهايـى رداران نمـواى دانش�آمـوزاز اين�رو بـر

 به سمتxقتى دار تشخيص دهند كـه وى نمواستم كه از روخو
 به سمت چه عددى مـيـلf(x)عدد معينى ميل مى�كند، تـابـع 

مى�كند.

 اگر.١مثال 

  
f (x) =

x + 3;   x ≤ −2

3 − x;   x > −2




دار آن به شكل زير است و داريم:آن�گاه نمو

  
Lim
x→2−

f (x) =              و           1
Lim
x→2+

f (x) = 5

اجعه كنيد.) مر٣(به شكل 

 اگر.٢مثال 

  

f (x) =
3 + x2         x < −2

0                 x = −2

11− x2        x > −2









آن�گاه داريم:

  
Lim

x→−2−
f (x) =           و         7

  
Lim

x→−2+
f (x) = 7

)اجعه كنيد. مر٤به شكل ( 

كا بهتـر درم حـد ردار هم مفهـوسط نـمـوان، تودانش�آمـوز
ا.است رم حد چپ و رمى�كنند و هم مفهو

د كه چهح كـرا مطـرال رى اين سؤمان، دانـش�آمـوزدر اين ز
است استفاده مى�كنيم؟اقعى از حدچپ يا حد رمو

استد زير حد چپ و رار در موًمادر پاسخ به او گفتم كه عمو

٢شكل 

٣شكل 
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ا به�طور جداگانه حساب مى�كنيم:ر
تعريI شده باشد xo  ف نقطه�ى  فقط در يك طرf تابع (ال8)

دم:ا زو مثال زير ر
f   حد تابع مثال. (x) = 1− x ا در نقطه�ى ر  x = به�دست 1

)1,∞−  ن دامنه�ى اين تابـع آوريد. چو  فقطfاست، پس تابع  [
 تعريI شده است و١در سمت چپ 

  
Lim
x→1−

1− x = 0

با ضابطه�هاى مختلI تعريـxo I  ف  در دو طرf تابع (ب)
ن آن دربا قانـو xo  ف  در يك طرfن تابع شده باشد، يعنى قـانـو

دم:ا زد، مثال زير راى اين مورت باشد. برف ديگر، متفاوطر
ت زير تعريI شده در نقطه�ىا كه به صور رf حد تابع مثال.

  x = سى كنيد.برر 2

  
f (x) =

2x − 5                  x < 2

2x3 − 7x − 3        x ≥ 2





  
Lim
x→2−

2x − 5 = −1

  
Lim
x→2+

2x3 − 7x − 3 = −1

دجوء صحيح و اگر در ضابطه�ى تابع، قدر�مطلق يا جز(ج)
م است).اقع حالت خاصى از حالت دوداشته باشد (كه در و

f حد تـابـع مثـال. (x) = x

x
x  ا در نقـطـه�ى ر  = به�دسـت 0

آوريد.

  
Lim
x→0+

x

x
= 1

  
Lim
x→0−

x

x
= −1

f حد تابع مثال. (x) = x[ x  ا در نقطه�ى ر [ = بيابيد. 0

  
Lim
x→0+

x[ ] = 0

  
Lim
x→0−

x[ ] = −1

د داشتـهجوت�هاى مثلثـاتـى وخى عـبـار اگر در تابع، بـر(د)
باشد.

f حـد تـابـع مـثـال. (x) = tan(x) ا در نـقـطــه�ى ر  
x = π

2

بيابيد.

  

Lim
x→ π −

2

tan(x) = +∞

  

Lim
x→ π+

2

tan(x) = −∞

٤شكل 

جمع�بندى
بـا اسـتـفـاده از مـثـال�هـاى عـيـنـى،

اىا بــرم حــد رانــيــم مــفـــهـــومــى�تــو
س�تر كنيم كه به نظران، ملمودانش�آموز

حلـهحله به مـرش، مـرمن اگر به ايـن رو
ا تفهيم نماييم، دانش�آمـوزم حـد رمفهو

د. در�ضـمـن،ا مـى�پـذيـراحـت�تـر آن رر
شى درسايل كمك�آموزان ساختن ومى�تو

دان پيشنهاد كرا به دانش�آموزمينه�ى حد رز
اى آن�هـا جـاذبــه�ىتـا مـطـلـب حــد بــر

ى پيدا كند.بيش�تر

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ عبنم
بـاــسح ،هدازبـرع ـنـمـهب ،رـاكـوـكين دـوـعـسم .١
رـون تارـاـشـتنا ،)لوا ـدـلج( لاـرـگـتنا و ـلـيـسناـرـفيد
.١٣٦٨ ،نارهت


