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ستان بابلياضى شهردبير رس
 احمدى، يو

انش رياضى ايرانس آموزايه شده در هشتمين كنفرمقاله�ى ار
١٣٨٥داد د ـ مركرشهر

چكيده
د كـها سبب مـى شـوش رياضى اسـت زيـرعات بسيـار مـهـم در آمـوزضـوحدس و الگويـابـى از مـو

ع در بـعـضـى ازضود. ايـن مـودازهش بـپـرى و پـژوى به يـادگـيـره و اشتيـاق بـيـش تـرنده بـا انـگـيـزيادگـيـر
ليكن در حيطه ى حسابان، كمىد وشاخه هاى رياضى نظير نظريه ى اعداد بيش تر به چشم مى خور

س است. آن چه در ادامه مى آيد، تجربه اى است كه در يكى از كلاس هاى حسابپيچيده و ناملمو
ان داشتيم. اين تجربه نشانس «مشتق» با دانش آموزال پيش دانشگاهى، ضمن درانسيل و انتگرديفر

خى مبـاحـث آن، حـدس ود ظاهر پيـچـيـده ى بـرجـوه ى حسابان نـيـز، بـا ومى دهد كـه حـتـى در حـوز
ى فعال و پوياندگان در يك يادگيرك يادگيـره بخش و محراند انگيزالگويابى و تفكر نظام مند مى تـو

باشد.

،لاؤس كي ىريگ�ىپ

انسيل وحدس و الگويابى در كلاس حساب ديفر
الانتگر

س «تـابـع مـشـتـق» از كـتـابل تـدريــس درى مـشـغـوروز
دم، كـهال پيـش�دانـشـگـاهـى بـوانسـيـل و انـتـگـرحسـاب�ديـفـر

د:ح كرا مطرال زير رى، سؤدانش�آموز
 يعنى تابع مشتق،f′دار د كه نمود دارجو وfآيا تابعى مانند  

) باشد؟١ت شكل(آن، به�صور
لى ذهنسيد، و كمى ساده به�نظر مى�رًاال ظاهرچه اين سؤاگر

د و پـس ازل كرد مشغوا به خـوان كلاس رى از دانش�آموزبسيـار
تا به�صورر f′اين�كه ضابطه�ى تابع 

  
′f (x) =

2      x ≠ 2

3      x = 2




دنان به�دنـبـال حـدس�زشتـيـم، تـعـدادى از دانـش�آمـوزنـو

نآ ىرورپزاب 
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،fجه به اين�كه مشتق تابع فتند و اظهار داشتند با تو رfضابطه�ى 
x   است (باستثناء نقطه�ى ٢ى مساو = f، پس ضابطه�ى تابع )2

ت زير باشدبايد به�صور

  
f (x) =

2x + c      ;x ≠ 2

a              ;x = 2




دجوهمه�جا و f′جه به شكل،  (با توfى جه به مشتق�پذير كه با تو
ستگى آن در همه ى نقاط، بـالاخـص درد) و در نتيجه پـيـودار

  x =  بايد ،2
  
lim
x→2

f (x) = f a  يعنى  (2) = 4 + c.اين بنابر

  
f (x) =

2x + c      ;x ≠ 2

4 + c        ;x = 2




f  كه همه�جا همان تابع  (x) = 2x + cاست و مشتق آن، تابع 
f′  سته�ىپيو (x) = )،١مى�باشد، در حالى�كه مطابق شـكـل( 2

′f د تابعى ماننـد جوسته نيست. پس وپيوfدار مشتق آن كه نمو
ممكن است.) باشد غير١مطابق شكل(

ح شد كهال مطران، اين سؤبلافاصله، از جانب دانش�آموز
دارد باشد به قسمى كه نموجو موfآيا ممكن است تابعى مانند 

) باشد؟٢ ( مطابق شكلf′تابع 
نند.ا حدس بز رfدند ضابطه�ى ان سعى كرباز هم دانش�آموز

 همه�جـاfد، پس د دارجوهمه�جـا و f′دند كه آن ها استدلال كـر

نازومآ�شناد ىاه �سدح و

٢شكل١شكل

شتند:سته و مشتق�پذير است؛ سپس نوپيو

  

′f (x) =
3       ;x > 2

2       ;x = 2

1       ;x < 2







در نتيجه

  

f (x) =
3x + c       ;x > 2

a               ;x = 2

x + b         ;x < 2







x   در fى ستگى و مشتق�پذيرجه به پيوكه با تو = بايد داشته 2
باشيم

  
lim

x→2+
f (x) = lim

x→2−
f (x) = f (2)

  a = 6 + c و   ⇒ a = 6 + c = 2 + b ⇒ b = 4 + c

يعنى

  

f (x) =
3x + c       ;x > 2

6 + c          ;x = 2

x + 4 + c    ;x < 2







x   در ًكه ايـن تـابـع، اصـلا = امشـتـق�پـذيـر نـيـسـت زيـر 2
  ′f + (2) ≠ ′f − �( در حالى�كه بنا به شكل(2)�f′  )، بايد ٢ (2) = 2.



دور

ه�ى  بيست وپنجم ،شمار

١ه�ى
پاييز

١٣٨٦

٥٢

)٢دار تابع مشتق آن مطابق شكل( كه نموfد تابعى مانند جوپس و
ممكن است.باشد غير

حا مطران، حدس زير رد كه تعدادى از دانش�آموزدر اين�جا بو
دند:كر

د داشته بـاشـد امـاجـو) همـه جـا وfيعنى تـابـع مـشـتـق (f′اگـر 
د.د ندارجو وfسته نباشد آن گاه پيو

ستهلى ناپيـود وجواگر تابعى همـه جـا مـوت دقيق�تر، به عبـار
ان معلم. البته من به عنواند مشتق هيچ تابعى باشدباشد، نمى تو

قستى حدس فوستى يا نادره�ى درآن�كلاس، در آن جلسه دربار
ستى حدسستى يا نادراى درى ندادم و فقط گفتم كه بر نظرًاصلا

دم در جلسات بعـد،ا مطمئن بـوق بايد كمى صبر كنيم، زيـرفو
اهد شد.اجه خوق با اشكالاتى موحدس فو

 به اين مسئلـهًفتيم و اتفاقااغ تمرين�هـا رجلسه�ى بعد به سـر
گاهديم كه هرد كرخوربر

  

g(x) =
x2 sin

1
x

  ;  x ≠ 0

0             ;   x = 0







x   در gآيا  = ؟سته است؟ مشتق�پذير چطورپيو 0
ان با استفاده از تعريf مشتق، يعـنـىبلافاصله دانش�آمـوز

  
lim
x→0

g(x) − g(0)
x −0

x  ا در  رgى  مشتق�پذير، = دند وسى كربرر 0
g′  ثابت شد كه  (0) = 0.

ند.ا به�دست آور رgاستم كه تابع مشتـق سپس از آن�ها خـو
دندا چنين به�دست آورر g′آن�ها 

  

′g (x) =
2x sin

1
x

− cos
1
x

    x ≠ 0

0                            x = 0







دم كهح كرا مطرال رسپس اين سؤ
سته و مشتق�پذير است؟ همه�جا پيوgآيا تابع ال[) 

سته است؟همه�جا پيو g′آيا ب) 
سته وهمه�جا پيـوgال (الf) همگى بر ايـن�كـه د سؤدر مور

ال (ب)،د سؤمشتق�پذير است، اتفاق نظر داشتند، اما در مور
جه شدند كـهايه دادند و آن عـده مـتـوابى ارى، جـوتعداد كمـتـر

  
lim
x→0

′g (x) كه د ندارجوو�g′د، در حالى (x) جـا و�دد دارجوهمه

ستىجب شد كه به نادرسته نيست). اين مثال مـوپيو g′(يعنى 
ظيفه�ىع وضـوند. البته اين مود پى ببـرحدس جلسه�ى قبل خـو

اناى دانش�آموزسش برا كه اين پـرد چرا كمى سنگين�تر كـرمن ر
اند مشتقسته است مى�توكه ناپيو g′ا تابعى مانند ح شد كه چرمطر

ستـه�ىهاى نـاپـيـودار باشد، در حالـى�كـه نـمـوgتابعـى مـانـنـد 
انستند مشتق هيـچ تـابـعـى بـاشـنـد.) نتـو٢) و (١شكل�هـاى (

) باشند٤) و (٣مانند شكل�هاى ( f′هاى دارهم�چنين اگر نمـو
اد آن رجود يا عدم وجو، وfدن ضابطه�ى انيم با به�دست آوركه نتو

د؟سى كنيم، بايد چه كربرر

y

a
x

f

y

a
x

f

٤شكل

٣شكل

ان، تمام فكـر و ذهـنمان، تعدادى از دانـش�آمـوزدر اين ز
xفتار تابع مشتق در همسايگى ا به رد رخو = a دند.ل كرمشغو

انسيلدم با استفاده از مطالب كتاب حساب�ديفرمن نيز سعى كر
ال، پاسخد به اين سـؤجوال پيش�دانشگاهى و منابـع مـوو انتگر
دهم.
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سـىا كه در كتاب دربه اين منظور، چند تعريf و قـضـيـه ر
دمح كردند، مطرت مسأله بوت همان قضيه يا حتى به�صوربه�صور

ديم كها به�دست آورو اين نتيجه ر

,aه ى  بر بـازfگاه تـابـع هر b[ f′ مشتق پذيـر بـاشـد، آن گـاه  [

,aاند بر نمى تو b[ ل داشته باشد.ع اوستگى ساده يا نواپيون[

م داشته باشـد و درع دوستگـى نـوممكن است ناپـيـو f′اما 
دار تابع مشتق آن مانند شكل�هاى كه نموfد تابعى مانند جونتيجه و

ل يا سادهع اوستگى در اين شكل�ها نوع ناپيو) باشد (نو٢) يا (١(
لع اواز نو g′ستگى تابـع ممكن است و البته، ناپيـواست) غير

نيست.
تـبـطع مرضـودر ادامه، تعاريf و قضايـايـى كـه بـا ايـن مـو

اى علاقه�مندان، به تفصيل آمده است.هستند، بر

x در fگاه تابع هرتعري[.  = a ده و سته بوناپيوlim
x→a+

f (x)

limو 
x→a−

f (x) گـويـيــم جـوو�x در fد داشـتـه بـاشـنـد، مـى = a

د يــعــنـــى دارســتــگــى ســـادهنــاپــيــو يـــا لع اوســتــگــى نـــونــاپــيـــو
lim

x→a+
f (x) ≠ lim

x→a−
f (x) يا lim

x→a+
f (x) = lim

x→a−
f (x) ≠ f (a).

x در fت گوييم كه تـابـع در غير اين صـور = a ستگـىناپيـو
د. دارمع دونو

fابع . تومثال (x) = x[ x  در  [ = g(x)و 1 = x[ ] + −x[ نيز [
x  در  = نــد. امـــا تـــابـــعل دارع اوســتـــگـــى نـــونــاپـــيـــو 2

  

f (x) =
sin

1
x

   x ≠ 0

0          x = 0






x  در   = د.م دارع دوستگى نوناپيو 0

limگـــاه . هـــرتـــعـــريـــ[
x→a+

f (x) = lim
x→a−

f (x) ≠ f (a) در
xا در  رfستگى ت ناپيواين�صور = a گويند، در غيرفع شدنـىر 
 گويند.فع نشدنىرا ستگى رت ناپيواين�صور

ستگى تابع  ناپيـومثال.
  
f (x) = −x2[ x  ر د[ = فع�شدنـىر 0

ستـگـى است. اما نـاپـيـو
  
f (x) = x2[ x  در  [ = فع نـاشـدنـىر 1

است.

x در fستگى اگر ناپيونتيجه.  = a گاهر�فع�شدنى باشد، آن
x در fستگى ناپيو = aچه عكس آن كليتل است. اگرع اوز نوا
fد مانند ندار (x) = x[ x  در  [ = 1.

fگاه تابع  هرسته).ابع پيو. (قضيه مقدار ميانى در تو١قضيه

,aه�ى بستـه�ى در باز b[ fعددى حقيقى بيـن kسته و پيو [ (a) و
f (b)  گاه عددى حقيقى ماننـد�دد دارجو وb و a بين cباشد، آن

fبه�قسمى كه  (c) = k.

,aه�ى بسته در بازf اگر تابع .٢قضيه b[ سته باشد، آن�گاهپيو [
f ،هـاى مـطـلـق خـواكسـتـر�د و اگـره مى�گـيـرا در اين بـازد رمم

مم�ها، نباشند، آن�گاه اين اكسـتـرbوa مم�هاى مطلـق در اكستر
نسبى نيز هستند.

x در f اگر تابـع .٣قضيـه = a پذيـر بـو�مـمده و اكسترمشتق
f′  نسبى داشته باشد، آن�گاه  (a) = 0.

xاگر حد تابعـى در . ٤قضيه = a د، آنمثبت (منفى) شـو
xف از تابع در يك همسايگى محذو = a،.مثبت (منفى) است 

دجـواست (چپ) نيز صادق اسـت كـه واى حد راين مطلـب بـر
د.اه دارا به همراست(چپ) رهمسايگى ر

ا كه بهجه به تعاريf و قضاياى قبل، قضيه�ى زير رحال با تو
 (مشابه با قضيه�ى مقدار ميانىاى مشتق هاقضيه ى مقدار ميانى بر

ف است، بيان مى�كنيم.سته) معروابع پيودر تو

گاه تابـع هراى مشتق هـا) .(قضيه ى مقدار ميانـى بـر٥قضيـه
,aه�ى  بر بازfحقيقى  b[  عددى حقيقى بينkده و مشتق�پذير بو [

′f (a)  و′f (b) ت عددى حقيقى مـانـنـد باشد، در اين صـورc

f′د به�قسمى كه د دارجو وb و aبين  (c) = k.
f′ض كــنــيـــم فــراثــبـــات.  (a) < ′f (b) حــالــتـــى كـــه)
′f (a) > ′f (b)پس ) مشابه است .′f (a) < k < ′f (b)يعنى .

  ′f (b) − k f′   و 0< (a) − k <0.
g(x)حال تابع كمـكـى  = f (x) − kx گيـريـمر�ا در نظر مى

 نـيـز مـشـتـق�پـذيــرg، تـابــع fى�جـه بـه مـشـتـق�پـذيــركـه بـا تـو
g′ده و بـــو (x) = ′f (x) − k. پـــس   ′g (a) = ′f (a) − k و 0>
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  ′g (b) = ′f (b) − k . در نتيجه 0<
  
lim

x→a+

g(x) − g(a)
x − a

<0.
xاست از )، در يك همسايگى ر٤بنابه قضيه�ى( = a يعنى

,a)ه�ى در بــــــــــــــاز a + ε)  كـــــــــــــه(a, a + ε) ⊂ (a, b)،

  

g(x) − g(a)
x − a

xن و چــو 0> > a  پـــس  g(x) − g(a)  در.0>
t1  نتيـجـه اگـر  ∈(a, a + ε) ⊂ (a, b) گاه�g(t1)  ، آن < g(a)و 

ن چــــو
  

′g (b) = lim
x→b−

g(x) − g(b)
x − b

= ′f (b) − k  پــــس،0<
x در يك همـسـايـگـى چـپ از ًمشـابـهـا = b ىيعـنـى در بـاز�ه

(b − ′ε , b) كه (b − ′ε , b) ⊂ (a, b) ،
  

g(x) − g(b)
x − b

 پـس0<

  g(x) − g(b) t2   و اگــر 0> ∈(b − ′ε , b) ⊂ (a, b)گـــاه� ، آن
  g(t2) − g(b)    يعنى .0>

g(t2) < g(b). در نتيجـه gى در باز�ه
a, b[ ض�هاى ابتدا و انتها (يعنـىچك�تر از عرض�هايى كـوعر [
  
g(t2)  و  

g(t1)(هاى مطلق،د. يعنى حداقل يكى از اكستردار�مم
aدر ابتدا و انتها نيست. پس  < c < b د كه د دارجووg در x = c

مم نسبى اسـت (بـنـا بـهمم مطلق و در عين حـال اكـسـتـراكستـر
)�g′  )، ٣جـه بـه قـضـيـه�ى ()) و بـا تـو٢قـضـيـه (c) = يـعـنــى 0

  ′f (c) − k = f′ يعنى 0 (c) = k.

,a بر fگاه تابـع هرنتيجه.  b[ f′مشتق�پذير باشد، آن�گاه  [

,aاند بر نمى�تو b[ ل داشته باشد، اماع اوستگى ساده يا نوناپيو [

′f م داشته باشد.ع دوستگى نوممكن است ناپيو

لع اوستگى نـوناپيـو f′ض كنيم هان خلf) فـر(براثبات. 
tن (ساده) داشته باشد يعنى نقطه�اى چو ∈(a, b) د داشتهجوو

f′بـــاشــــد كــــه در آن  (t+ f′و  ( (t− لـــىنــــد ود دارجـــوو (
′f (t) ≠ ′f (t+ f′ يا ( (t) ≠ ′f (t− ).

f′ض كـــنــــيــــد فــــر (t) < ′f (t+ ض كـــنــــيــــمو فـــر (
(k ∈R) ′f (t) < k < ′f (t+ �)، ٤ بنا به قضيه�ى(.(  δ دجوو 0<

xاى هـــر د بـــه�قـــســـمـــى كــــه بــــردار ∈(t, t + δ) داريـــم
′f (t) < k < ′f (x) )ى�ا بايد)، مغاير است، زير٥و اين با قضيه

  x0 ∈(t, t + δ) قسمى كه جومو�f′  د باشد به (x0) = k.
د كهد ندارجو وfجه به قضيه�ى قبل، تابعى مانـنـد پس با تو

)٤) يا (٣)،(٢)،(١ت يكى شكـل�هـاى (به�صـور f′دار نمـو
ل است) و درع اوستگى در اين شكل�هـا، نـوع ناپيـوباشد (نـو

فع شدنى داشته باشد.ستگى راند ناپيونمى�تو f′حالت خاص، 
)٥ مطابـق شـكـل (،f′دار تابـع دى اگر نمـوبه�طور شـهـو

xانيم يك همسـايـگـى از باشد، مـى�تـو = a ى در نظـرا طـورر
لى بعضىد باشد وجودر اين همسايگى همه�جا مو f′بگيريم كه 

yاز خط�هاى افقى  = k،دار  نمو′f ا قطع نكنند. يعنى حكمر
اص قضيهار نباشد. يا خاصيتى شبيـه بـه خـوقرقضيه�ى قبل بـر

ار نباشـد.قربر f′اى سته بـرابع پيـومقدار ميانـى در تـو

ند كه در آن�هاد ندارجو وg و fابعى مانند تومثال. 

  
′f (x) =

x2 sin x     x ≠ 0

1              x = 0





و

  

  ′g (x) =
x2 + 5x     x >0

1              x = 0

1
x2 + 2

      x <0












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