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در اين بخش، به چند مسئله�ى مقدماتى مى�پردازيم كـه بـه
سادگى و با دقتى فيزيكى مى�توانيم آن�هـا را حـل كـنـيـم، و در
موردشان توضيح مى�دهيم كه چگونه شهود فيزيكى به يـافـتـن
راه�حلى رياضى كمك مى�كنند. كار را با مثالى در مورد مسئله�ى

 آغاز مى�كنيم، و حل بقيه�ى مسائل را بـه١«نقطه�ى توريچلـى»

)١(شكل

عنوان تمرين، به شما وامى�گذاريم.
وايايى را بيابيد كهّنقطه�اى واقع در صفحه�ى مثلث حادالـز

داراى كمترين مجموع فواصل از رئوس آن مثلث باشد.

 براى حل اين مسئله چنين بود كه مثلـث٢لايب�نيتسروش 
را روى يك ميز قرار دهيم و سوراخ�هايى در هر رأس آن تعبيـه
كنيم. سپس از هريك از آن�ها، مهره�اى با وزن برابر، توسـط

ÐUÊUO¼«— 
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) به هم گـره١نخى بياويزيم. آن�گاه سه نخ را (مطـابـق شـكـل
بزنيم. در اين صورت، دستگاه حاصل زمانى به تعادل مى�رسد
كه پتانسيل ثقل مى�نيمم باشد؛ يعنى زمانى كه مجموع طول�هاى

اىPاجزاى نخ�هايى كه واقع بر ميزند، مى�نيمم باشد. نقطه�ى 
كه سه نخ در آن به هم بسته شده�اند، نقطه�ى مورد نظر ماست.

 عمـلPاز طرف ديگر، مـجـمـوع سـه نـيـروى بـرابـرى كـه در 
مى�كنند، و نمايشگر وزن�هاى مهره�ها هستند، صفر مى�شود،

زيرا تعادل برقرار است؛ در نتيجه:
  ∠APB = ∠BPC = ∠APC = 1200

 كمكPبه اين طريق، شهود فيزيكى به مشخص كردن مكان 
مى�كند. اكنون به طور دقيق ثابت مى�كنيم كه اگر:

  ∠APB = ∠BPC = ∠APC = 1200

 مى�نيمم است.AP+BP+CPدر اين صورت، 
 متساوى�الاضـلاعBCD چنان باشـد كـه Dفرض مى�كنيـم 

). بنـابـر٢ را جدا كنـد (شـكـلD و BC ،Aباشد و چـنـان كـه 
 واقع در صفحـه�،Q، به ازاى هر نقـطـه�ى ٣«قضيه�ى پومپـيـو»

داريم:
BQ + CQ ≥ QD

، دايره�ى محيطى مثلثC بر Qكه برابرى آن، اگر و تنها اگر 
BCD،قرار داشته باشد، برقرار است. بنابر نابرابرى مثـلـثـى 

داريم:
AQ + QD ≥ AD

 واقع باشد،ADكه برابرى آن، اگر و تنها اگر بر پاره�خـط 
برقرار است. در نتيجه:

AQ + BQ + CQ ≥ AD

، يعنى بر نقطه ىAD و C بر تقاطع Qو برابرى، تنها اگر 
Pمنطبق باشد، برقرار است. در اين صورت، نتيجه مى�شود 

، در مورد مجموع فواصل آن از رأس�ها مى�نيمم و تـنـهـاPكه 
مى�نيمم است. و به اين ترتيب، مسئله حل مى�شود.

در اين�جا از شمادعوت مى�كـنـيـم كـه صـورت سـه�بـعـدى
نقطه�ى توريچلى را همراه با بعضى مسائل ديگر از همين نوع،

بررسى كنيد:
. بر اضلاع يك چندضلعـى، بـردارهـاى مـتـعـامـدى بـه١

طول�هايى متناسب با طول�هاى اضلاع چند ضلعى و متوجه به
خارج آن، در نظر مى�گيريم. نشان دهيد مجموع اين بردارهـا

صفر است.
. عمود بر هر وجه يك چند�وجهى، بردارى به طولى كه٢

از لحاظ عددى با سطح آن وجه برابر و متوجه به خارج است،
در نظر مى�گيريم، ثابت كنيد مجموع اين بردارها برابـر صـفـر

است.
. ثابت كنيد، مجموع كسينوس�هاى زواياى فرجه�هـاى٣

٢ نيست و گذشته از اين برابـر ٢يك چهاروجهى، متجـاوز از 
است، اگر و تنها اگر وجوه چهاروجهى مـزبـور داراى سـطـح

يكسان باشند.
 يك چهار�وجهى باشـد و نـيـزABCD. فرض مى�كنـيـم ٤

اى واقع در درون آن و چنان باشد كهPفرض مى�كنيم، نقطه�ى 
 از رئوس آن مى�نيمم باشد. ثابت كـنـيـد،Pمجموع فواصـل 
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غلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پور●
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(قسمت هفتم)
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 بر يك خـط قـرار دارنـد وCPD و APBنيمـسـازهـاى زوايـاى 
گذشته از اين، خط مزبور بر خـطـى عـمـود اسـت كـه تـوسـط

 معين مى�شود.APD∠ و BPC∠نيمسازهاى 
. نقطه�اى در درون يك چند وجهـى مـحـدب مـفـروض٥

است. نشان دهيد وجهى از اين چند�وجهى موجـود اسـت كـه
تصوير اين نقطه بر آن، داخل آن قرار مى�گيرد.

 توسط رودخانه�ى مسـتـقـيـمـى جـداB و A. شهـرهـاى ٦
 را بنا كرد تا طول جاده�ىMNشده�اند. در كدام نقطه بايد پـل 

AMNB.مى�نيمم باشد 
. پنج نقطه بر دايره�اى مفروض است. از مركز دايـره�ى٧

محيطى مثلث تشكيل شده از هر سه نقطه از آن�ها، عمودى بر
وتر واصل از دو نقطه�ى باقى�مانده رسم كرده�ايم. چنين عمودى
در مورد هر سه نقطه رسم شده است. ثابت كنيد، ده خطى كه
به اين طريق به دست مى�آيند، نقطه�اى مشترك دارند. گزاره را

 نقطه تعميم دهيد.nدر مورد 
 با دست�كم سه نقطـه�ىS. جميع مجموعه�هاى متناهـى ٨

 وAواقع در صفحه را چنان بيابيد كه به ازاى جميع نقاط متمايز 
B ى واقع درS xعمودمنص ،AB محور تقارن S.باشد 

qzU�� qŠ
r چندضلعى مورد نظر و A1A2LAn  . فرض مى�كنيم١

Vi

AiAi+1،  (An+1  بـردار عـمـود بـر  = A1)i = 1,L, n.بـاشـد 
مجموع:

  
r
V1 +

r
V2+L+

r
Vn

متناسب با دوران:

  A1A2

⎯ →⎯
+ A2A3

⎯ →⎯
+…+ AnA1

⎯ →⎯

 است. از آن�جا كه مجموع اخير صفر است900  به اندازه ى 
(بردارها، خطى چندضلعى و بـسـتـه مـى�سـازنـد)، مـجـمـوع

rبردارهاى 
Vi.نيز صفر است 

. اين مسئله صورت خاصى از مسئله�ى پيشين است كـه٢
داراى «تعبير فيزيكى» به اين شرح است: اگر چندوجهى را بـا

 برابر يك، پر كنيم، آن�گاه بنابـر قـانـونًگازى، در فشار عـددا
پاسكال، بردارها نيروهايى هستند كه بر وجوه چند�وجهى عمل
مى�كنند. ويژگى مورد بحث اين است كه مجموع اين نيـروهـا
صفر مى�شود. يعنى چند�وجهـى در حـال تـعـادل اسـت. ايـن
موضوع از نظر گاه فيزيكى واضح اسـت، زيـرا هـيـچ نـيـروى

خارجى بر آن عمل نمى�كند.
توجه داشته باشيد كه كافى است، ويژگى مورد نظر را براى

يـك چـهـاروجـهـى اثـبـات كـنـيـم. در ايـن صـورت، حـالـت
چندوجهى عمومى به سادگى با تقسيم چنـدوجـهـى بـه چـهـار
وجهى�ها و استفاده از اين مطلب كه نيروهاى واقع بر ديواره�هاى

داخلى يكديگر را حذف مى�كنند، به�دست مى�آيد.
   چهـاروجـهـى وABCDفـرض مـى�كـنـيـم 

r
V1،  

r
V2،  

r
V3

  و
r
V4 نشان داده شده است،چهار بـردار٣، چنانچه در شكـل 

عمود بر وجوه آن باشند.

 زاويـه�هـايـى بـاشـنـد كـهα3   و α1،  α2  فـرض مـى�كـنـيـم 
(BCD) با صفـحـه�ى (ACD)، و (ABD)، (ABC)صفحـات 

مى�سازند. به خاطر سادگى كار، اثبات را در حـالـتـى انـجـام
مى�دهيم كه هر سه زاويه حاده باشند. ساير حالات مشابه همين

حالت هستند.
   ٤مؤلفه�ى قائـم

r
V1 +

r
V2 +

r
V3به طرف بالا متـوجـه، و ،
داراى طول زير است:

  | |
r
V1| | cosα1+| |

r
V2| | cosα2+| |

r
V3 | | cosα3

اين مقدار با
  δABC cosα1 + δABD cosα2 + δACD cosα3

 نمايش داده شـده،δXYZ باXYZكه در آن، سطح مثلـث 
يكسان است.

 باشد،(BCD) روى صفحه�ى A تصوير A′اگر فرض كنيم 
آن�گاه سه جمله�ى مـجـمـوع فـوق، سـطـح�هـاى مـثـلـث�هـاى

′A BC ،′A BD و ′A CDهستند. بنابراين جمعشـان بـرابـر 
 مى�شود. اين مطلـب نـشـان مـى�دهـد كـهBCDسطح مـثـلـث 

مؤلفه�ى قائم مجموع چهار بردار، صفر است.
  از طرف ديگر، مؤلفه�ى افقـى 

r
V1 عمود بر ،BCو داراى 

δABC  طول  sin α1:است. اگر فرض كنيم M ∈BCچنانچه ،
AM⊥BC )آن�گاه ٣شكل ،(  α1 = ∠AM ′A:؛ در نتيجه

  sin α1 = A ′A / AM

A
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C
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كه مستلزم برابرى زير است:
  δABC sin α1 = A ′A .BC / 2

به همين ترتيب،
  δABD sin α2 = A ′A .BD / 2

و
  δACD sin α3 = A ′A .CD / 2

از مسئله�ى پيش نتيجه مى�شود كه مجموع سه مؤلفه�ى افقى
صفر مى�شود، و از آن�جا كه بردار چهارم داراى مؤلفه�ى افقى

نيست، مسئله حل مى�شود.
  . بردارهاى يـكـه�ى ٣

r
V1،  

r
V2،  

r
V3و   

r
V4،را عمـود بـر 

، مجمـوعSوجوه و متوجه به خـارج، در نـظـر مـى�گـيـريـم. 
كسينوس�هاى زواياى فرجه�هاى چهاروجهى منـفـى مـجـمـوع

r«حاصـل�ضـرب�هـاى نـقـطـه�اى» 
Vi .

r
V j بـه ازاى هـر ،i ≠ j

است. به اين ترتيب،
  −2S + (

r
V1

2 +
r
V2

2 +
r
V3

2 +
r
V4

2 ) = (
r
V1 +

r
V2 +

r
V3 +

r
V4 )2

كه از آن نتيجه مى�شود:

  
S = 2 − 1

2
(
r
V1 +

r
V2 +

r
V3 +

r
V4 )2

و نابرابرى به اثبات مى�رسد.
S  در مورد برابرى،  =  اگر و تنها اگر:2

  
r
V1 +

r
V2 +

r
V3 +

r
V4 = 0

از طرف ديگر، بنابر مسئله�ى پيشين، مجموع بردارهـايـى
كه بر وجوه عمودند، و طول�هايى برابر سطح�هاى ايـن وجـوه
دارند نيز صفر است. از آن�جا كه اين بردارها در يك صـفـحـه

rنيستند، نتيجه مى�شود كه متناسب با 
Vi،ها هستند. در نتيجه

سطوح وجوه برابرند، و مسئله حل مى�شود.
 يك چهاروجهى باشد. در هـرABCD. فرض مى�كنيم ٤

 قرار مى�دهيم. در ايـن١رأس چهاروجهى سيـاره�اى بـه جـرم 
  چهـار٦ نسبت به «ميدان�هاى گـرانـشـى»Pصورت، نقـطـه�ى 

 دارد. بنابراين، شىء قرار گرفته٧سياره، «پتانسيل مينى�مـال»
 بايد در تعادل باشد. نتيجه مى�شود كه مجموع «نيروهاىPدر 

 هم اندازه و در جهت مقابل مجموعB و A سياره�هاى ٨جاذبه»ى
 اول٩ است. جهت برايندDو Cنيروهاى جاذبه�ى سياره�هـاى 

CPD∠ و جهت دومى توسط نيمساز APB∠توسط نيمساز

داده مى�شود.
 بيضيـوار دورانε1  در مورد اثباتى دقيق، فرض مى�كـنـيـم 

تعريx شده با معادله�ى زير باشد:

AX+BX=AP+PB

 بيضيوار دوران تعـريـx شـده بـاε2  نيز فرض مى�كـنـيـم، 
معادله�ى زير باشد:

CY+DY=CP+DP

ε2  وε1  به علت مى�نيمال بودن مجموع فواصل، درون�هاى 

نقطه�ى مشترك ندارند. در نتيجه، دو بيضـيـوار مـمـاس�انـد.
 بر صفحه�ى مماس مشـتـركCPD∠ و APB∠نيمسازهـاى 

 يكسان دارنـد. هـمـيـن١٠قائم�اند. بنـابـرايـن، «خـط حـامـل»
استدلال در مورد جفت زاويه�ى ديگر برقرار است.

 وAPB∠ خط حـامـل نـيـمـسـازهـاى Lفرض مـى�كـنـيـم 
∠CPDباشد. اگر كل شكل را حول L دوران1800   به اندازه ى 

 تـبـديـل مـى�شـودCP بــه DP و BP بـه خـط �APدهـيـم، خـط 
BPC∠ و APD∠). در نتيجه، نيمـسـاز مـشـتـرك ٤(شكـل

 عمود است.Lتحت اين دوران بى�تغيير است، و بنابراين، بر 
. فـرض مـى�كـنـيـم ايـن مـطـلـب درسـت نـبـاشـد. يـك٥

چند��وجهى از ماده�ى ناهمگنى چنان مـى�سـازيـم كـه نـقـطـه�ى
مفروض، مركز جرم آن باشد. در اين صـورت، از آن�جـا كـه
اين نقطه همواره خارج هر وجه تصـويـر مـى�شـود، اگـر چـنـد
وجهى بر صفحه�اى قرار گيرد، براى هميشه مى�غلتد. به ايـن
ترتيب، متحركى دائمـى سـاخـتـه�ايـم كـه از لـحـاظ فـيـزيـكـى
غيرممكن است؛ زيرا زمانى كه نقطه�ى مزبور به پـايـيـن�تـريـن

پتانسيلش مى�رسد، حركت به طور واضح متوقx مى�شود.
اين موضوع نشان مى�دهد كه نقطه�ى مزبور داخل وجـهـى
تصوير مى�شود كه از همه به آن نزديك�تر است. فرض مى�كنيم

 نزديك�ترين وجه به آن، وF نقطه�ى مزبور، Pچنين نباشد، و 
′P تصوير مربوطه روى صفحه�ىF را ملاحظـه٥شكل( باشد 

P وجهى باشد كه توسط F′كنيد). فرض مى�كنيم  ′Pقطع شده 
F′ بر PM نقطه�ى تقاطع باشد. در اين صورت، Mاست، و 

 كمتـر ازً، اكيداF′ از Pعمود نيست، و در نتيجه، فاصـلـه�ى 
PM است كه به نوبه�ى خود كمتر از فاصله�ى P از F.مى�باشد 

 است، وF از Pاين موضوع، مناقض مى�نيمال بودن فاصله�ى 

A

B

P

C

L
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مسئله حل مى�شود.

. مى�توان جاده را به عنوان مسيـرى در نـظـر گـرفـت كـه٦
توسط دسته�اى از شعاع�هاى نورانى ايجاد شده و از محيط بسيار
چگالى (رودخانه) گذشته است. از آن�جا كه دسته شعاع نورانى
مزبور از سريع�ترين مسير مى�گذرد، از محيط چگال مزبور در
جهتى عمود بر اطراف آن خواهد گذشت. در نتيـجـه، دسـتـه

 را خواهد پيمود. خواننـده�ىAMNBشعاع مورد بحث مسير 
داراى معلوماتى از فيزيك، مى�داند كه دسته شعاع وارد شونده
به يك محيط، طبق همان زاويه�ى ورود از آن خارج مى�شود.

 وجود رودخانه را فرامـوش كـرد، وًبنابراين، مى�تـوان عـمـلا
شهرها را به اندازه�ى پهناى رودخانه، به طرف يكديگر جابه�جا
كرد و كوتاه�ترين مسير را در نظر گرفت، و سپس رودخـانـه را

 را ملاحظه كنيد).٦وارد كرد (شكل

 به�طور دقيق�تر، از آن�جا كه طول پل همواره ثابت است،
 را با بردار عمود بر كناره�ى رودخانه،B به طرف A از A′انتقال 

و طولى برابر طول پل، در نظر مى�گيريم. مى�نيمم كردن طول
AMNB برابر مى�نيمم كردن طول ′A NBاست، و مورد اخير 

 هم�خط بـاشـنـد. ايـنB و A ،N′زمانى مى�نـيـمـم اسـت كـه 
را مشخص مى�كند، و كار تمام است.Nموضوع امكان 

. گزاره�ى عمومى زير را اثبات مى�كنيم.٧
nنـقـطـه بـر دايـره�اى مـفـروض اســت. از مــركــز ثــقــل���

n   هر ١١(مركزوار) −  نقطه از آن�ها، عمودى بر وتر واصل از2
دو نقطه�ى باقى�مانده رسم مى�كنيم. ثابت كنيد، جميع خطوطى

كه به اين طريق به دست مى�آيند، نقطه�ى مشتركى دارند.
اثبات را بر مبناى اين ويژگى مركز ثقل مى�گذاريم: مركـز

 نقطه�اىk+jثقل دستگاه 
  A1, A2,L, Ak , B1, B2,L, Bj

 تقسيم مى�كنـد كـه در آن،j:k را به نسبـت G1G2  پاره�خط 

  G1 و   G2مراكز ثقل دستگاه�هاى 
  A1, A2,L, Ak

و
  B1, B2,L, Bj

هستند.
 مركزOبا بازگشت به مسئله�ى مورد بحث، فرض مى�كنيم 

n   مركز ثقل G1   نقطه�ى مفـروض، n مركز ثقل Gدايره،  − 2

 وسط وتر واصل از دو نقطه�ى باقى�مانـدهMنقطه از آن�هـا، و 
(كه در�ضمن مركز ثقل دستگاه حاصل از اين دو نقطه نيز هست)

 بر وتر حاصل از اينG1   عمود از Lباشد. نيز، فرض مى�كنيم 
دو نقطه�ى باقى�مانده باشد.

 هم�خط�اند، و:M، و G ،  G1بنابر ويژگى فوق�الذكر، نقاط 
  G1G:GM = 2:(n − 2)

 نمايش مى�دهـيـم.P را با OG و Lنقطه�ى تقاطع خـطـوط 
L مـوازى OM مشابـه�انـد، زيـرا GMO و GG1P  مثلـث�هـاى 

است؛ درنتيجه:
  GP:OG = 2:(n − 2)

G و O به گونه�اى يكتا، توسط Pو به اين ترتيب، نقطه�ى 

معين مى�شود، و بنابراين، مشترك بين جـمـيـع نـقـاط تـحـت
بررسى است.

 متمركز مى�كنيم. مى�دانيم كه مركزS. كار را بر مركز ثقل ٨
ثقل بر عمود�منصx قطعه�ى مشخص شده با هر دو نقطـه، در

S قرار دارد. بنابراين، جميع نقـاط واقـع در Sبر دايره�اى به ،
، قرار مى�گيرند. از اين مرحله به بعد، حلْ در مركز  ثقلِمركز

مسئله آسان است.
 را اختيار مى�كنيم. از آن�جـاA ،B ،Cسه نقطه�ى متوالـى 

 بايد بر اينB متقارن اسـت، AC نسبت به عمود�منصـS xكه 
. با تكرار ايـنAB=BCعمود�منصx واقع باشد. درنتيـجـه: 

استدلال براى جميع سه�تايى�هاى نقاط متوالى، نتيجه مى�گيريم
 يك چند�ضلعى منتظم است، و واضح است كـه جـمـيـعSكه 

چند�ضلعى�هاى منتظم، شرط داده شده را برقرار مى�كنند.

نويسزير

1. Toricelli Point                        2. Leibniz

3. Pompeiu’s theorem                4. Vertical Component

5. dot products                           6. gravitational fields

7. minimal potential                   8. attractive forces

9. resultant                                 10. supporting line

11. Centroid
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