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 و fال
) جهت حركت 
  

1
f

 خلاف يكديگرند.

 و fب) همواره مقادير 
  

1
f

 هم�علامت�اند.

Mپ) اگر نقطه�ى  f (a)
a ماكزيمم) تابـع ( نقطه�ى مى�نيمـمf

باشد، نقطـه�ى 
  

′M 1

f (a )

a مى�نيمم) تـابـع ( نقطه�ى ماكزيـمـم
  

1
f

است.

ت) هرگاه 
  
lim
x→a

f (x) =  باشد، آن�گاه 0
  

1
f

x در  = aمجانب 
قائم دارد.

yث) اگر  = b مجانب افقـى تـابـع f باشد، آن�گـاه 
  
y = 1

b

مجانب افقى تابع 
  

1
f

 است.

 نيز به سمتy به سمت بى�نهايت، تابع xج) اگر در اثر ميل 

بى�نهايت مـيـل كـنـد، آن�گـاه 
  
y = 1

f
 داراى مجانب افـقـى بـه

y  معادله�ى  =  است.0

 در يك بازه صفر شود، آن�گاه تابع fچ) اگر تابع 
  

1
f

 در آن
بازه تعري
 نمى�شود.

)٢(قسمت  

رسم نموداررسم نموداررسم نموداررسم نموداررسم نمودار
تابع بدونتابع بدونتابع بدونتابع بدونتابع بدون

مشتقمشتقمشتقمشتقمشتق

 مجتبى رفيعى مجتبى رفيعى مجتبى رفيعى مجتبى رفيعى مجتبى رفيعى●
دبير رياضى منطقه�ى شهر قدسدبير رياضى منطقه�ى شهر قدسدبير رياضى منطقه�ى شهر قدسدبير رياضى منطقه�ى شهر قدسدبير رياضى منطقه�ى شهر قدس

اشاره:

در شــمـــاره گـــذشـــتـــه رســـم نـــمـــودار تـــوابـــع

چند"جمله"اى و مثلثاتى را بررسى كرديم، اينك به

رسم نمودار توابع كسرى مى"پردازيم. بهتـر اسـت

قـبـل از مـطـالـعـه ايـن مـقـالــه، قــســمــت اول آن را از

شماره"ى قبل مطالعه كنيد.
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 و fح) محل تقـاطـع 
  

1
f

 در صورت وجود، روى خـطـوط

  y = زيرا ( است ±1
  
f = 1

f
⇒ f = ±1(.

نمودار توابع ذيل را رسم كنيد:

  
1)  y = 1

x2 + 2x + 3

y   نمودار تابع با ضابطه�ى گام اول: = x2 + 2x +  را رسم3
مى�كنيم.

y   طبق قسمت ج گام دوم: =  مجانب افقى تابع است.0

 طبق قسمت پ گام سوم:
  

′M 1

2

 ماكزيمم تابع 1−
  

1
f

 است.

 و f طـبـق قـسـمـت الـ
 دو تـابـع گـام چـهـارم:
  

1
f

 جـهـت
حركتشان مخال
 يكديگر است و طبق قسمت ب بالاى محور

x.ها قرار دارند�

  
2)  y = 1

sin x

x در نقاط y=sinx نمودار تابع با ضابطه�ى گام اول: = kπ

�ها را قطع مى�كند.xمحور 
 طبق قسمت�هاى ال
، ب و پ، نمودار به ايـنگام دوم:

صورت است.

  
3)  y = 1

x2 +1

y   نمودار تـابـع بـا ضـابـطـه�ى گـام اول: = x2  را رسـم1+
مى�كنيم كه رأس آن 

  
S 1

 است.0
 طبق قسمت�هاى ال
، ب و پ نـمـودار بـه ايـنگام دوم:

صورت است.

y

x

y

x

y

x
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نمودار توابع كسرى زير را رسم كنيد:

  
1)  f (x) = x

x2 +1

 مجانب�هاى تابع را بررسى مى�كنيم:گام اول:
. چون مخرج ريشه ندارد، بنابراين منحنى فاقد مجانب١

قائم است.
٢ .  y =  مجانب افقى منحنى است، زيرا:0

  
lim

x→±∞

x

x2 +1
= 0⇒ y = 0

. چون درجه�ى صورت از مخرج كمتر است، منحنـى٣
فاقد مجانب مايل است.

f   با حل گام دوم: (x) = x  ، مقـدار 0 =  به�دست مى�آيـد0
 (مقاله�ى شماره�ى قبـل) ريـشـه�ى سـاده�ى١كه طبق نكـتـه�ى 

منحنى است، زيرا:

  

y = x(
1

1+ x2 )

g(x)
124 34

 براى رسم نمودار اين تابع، دو نقطه�ى دلخواهگام سوم:
x  در دو طرف ريشه�ى ساده�ى  = ، انتخاب مى�كنيم و در تابع0

اصلى قرار مى�دهيم:

  
x = −1⇒ y = −1

1+ (−1)2 = −1
2

  
x = 1⇒ y = 1

1+ (1)2 = 1
2

بنابراين منحنى از دو نـقـطـه�ى 
  
A(−1,

−1
2

 و (
  
B(1,

1
2

 در(
ناحيه�ى سوم و ناحيه�ى اول عبور مى�كند. يعنى: منحـنـى از

y  منفى بى�نهايت و پايين مجانب افـقـى  =  شروع مى�شود و0
، در ناحيه�ى سوم داراى يك مى�نيممAبايد با عبور از نقطه�ى 

 درB را قطع كند و سپس با عبور از نقطه (0,0)  شود و نقطه�ى 
ناحيه�ى اول، داراى يك ماكزيمـم شـود و بـه سـمـت مـثـبـت

y  بى�نهايت و بالاى مجانب افقى  =  ادامه پيدا كند.0

  
2)  f (x) = (x −1)2

x2 − 2x

 مجانب�هاى تابع را بررسى مى�كنيم:گام اول:
. مـخـرج كـسـر را مـسـاوى صـفـر قـرار مـى�دهــيــم. در١

x  اين�صورت نقاط  = x   و 2 =  مجانب قائم منحنى هستند.0
٢ .  y =  مجانب افقى منحنى است، زيرا:1

  
lim

x→±∞

(x −1)2

x2 − 2x
= lim

x→±∞

x2 − 2x +1
x2 − 2x

= 1

. چون درجه�ى صورت با مخرج برابر است، منحنى فاقد٣
مجانب مايل است.

f   با حل گام دوم: (x) = x)   عامل 0  به�دست مى�آيد كه2(1−
x   (مقاله�ى شماره�ى قبل)، نـقـطـه�ى ٣با توجه به نكـتـه�ى  = 1

�هاست. كه منحنـىxريشه�ى مضاع
 دارد و مماس بر محـور 
در اين نقطه ماكزيمم نسبى دارد، زيرا: اگر در معادله�ى

  

f (x) = (x −1)2(
1

x2 − 2x
)

g(x)
1 24 34

 را قرار دهيم، داريم:١ مقدار g(x)در تابع 

  
g(1) = 1

(1)2 − 2(1)
= −1<0

 با توجه به اين�كه مـجـانـب�هـاى قـائـم مـنـحـنـىگام سـوم:
ريشه�هاى ساده�ى مخرج هستند، بنابراين دو طرف مجانـب�هـا
انفصال ساده داريم. (يك شاخه مثبت بى�نهايت و ديگرى منفى

بى�نهايت)

نمودار تابع بالا را به روش 
  

1
f

 نيز مى�توان رسم كرد.

y

x١١-   

1
2

  
− 1

2

y

x


