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 هر دو از مجموعه�ىB و Aتوجه داريد كه دو مجموعه�ى 
 تعري  شده�اند.S ِمرجع

(اصل شمول و عدم شمول براى سه مجموعه)
A ∪ B∪ C = A + B + C − A ∩ B − A ∩ C

− B∩ C + A ∩ B∩ C

A ∪ B∪ C = S − A ∪ B∪ C

 وجود دارد، به طورىn معين كنيد چند عدد مانند .١مثال 
≥1  كه  n ≤ .٧ بخش�پذير باشد و نه بر ٣ نه بر n و نيز 3400

‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q�«

 راA و متمم مجموعه�ى A را با نماد Aاگر تعداد اعضاى 
 نمايش دهيم، در اين صورت اصل شمول و عدم شمولAبا 

براى دو و سه مجموعه به صورت زير بيان مى�شود:
(اصل شمول براى دو مجموعه)

A ∪ B = A + B − A ∩ B

(اصل عدم شمول براى دو مجموعه)
A ∪ B = S − A ∪ B

�
حميدرضا اميرىحميدرضا اميرىحميدرضا اميرىحميدرضا اميرىحميدرضا اميرى

يبياتكـــــــــرتـــــ
(آناليز تر

فته�تر)شى پيشرهاى شماراركيبى با ابز
(قسمت دوم)

Á—Uý«

در اين مقاله سعى مى�كنيم، با استفاده از اصولى هم�چون «اصل شمول و

عدم شمول»، به حل بعضـى از مـسـائـل شـمـارشـى بـپـردازيـم و شـمـا را بـا

كاربردهاى اين اصل آشنا سازيم. هم�چنين، با استفاده از قضيه�ى تبـديـل بـا

تكرار، قضيه�اى را اثبات كنيم و از آن قضيه در حل تعدادى ديگر از مسـائـل

شمارشى و حتى يافتن تعداد جواب�هاى صحيح و نـامـنـفـى يـك مـعـادلـه�ى

سياله�ى خطى و چند�مجهولى، بهره خواهيم برد.
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= (A ∩ B)

 مجموعه�ى
                                        مورد نظر




 
  

A = 1≤ n ≤ 3400: 3| n{ }
B = 1≤ n ≤ 3400: 7| n{ } ⇒

  

A ∪ B = 3400
3






+ 3400

7





− 3400

3,7[ ]










           =1133 + 485 −161=1457

  
A ∩ B = A ∪ B = S − A ∪ B = 3400−1457 =1943

 براى استفاده از اصل شمول و عدم شمول، هموارهتوجه:
 ضـد خـاصـيـت يــاًمـجـمـوعـه�هـايـى مـى�سـازيـم كـه دقـيــقــا

حالتى باشند كه مورد نظر است.
 وجود دارد كه بر٢٥°° و ١°° چند عدد طبيعى بين .٢مثال 

 بخش�پذير نباشند؟٦ و ٤
پاسخ:

  100≤ n ≤ 2500

      
= (A ∩ B)

 مجموعه�ى
                                    مورد نظر

  

A = 100≤ n ≤ 2500: 4| n{ }
B = 100≤ n ≤ 2500: 6| n{ } ⇒ 




    

A ∪ B = 2401
4






+1

1 24 34
+ 2401

6





− 2401

12






 بخش�پذير است.٤ بر ١°°چون 
                                            = 601+ 400−200= 801

  
A ∩ B = A ∪ B = S − A ∪ B = 2401− 801=1600

≥1   عددى طبيعى و n اگر تمرين: n ≤  باشد، در اين2600
 بخش�پذير نيستند؟٧ و �٦، ٤صورت چه تعداد از اين اعداد بر 

 چه تعداد عدد سه رقمى وجود دارد كه در هريك از.٣مثال 
 حداقل يك بار وجود داشته باشد؟٦ و ٥آن�ها، هر�يك از ارقام 

c, b,a} تا ° ارقام   
S = abc{  9

پاسخ:
(A ∪ B)مجموعه�ى مورد نظر = 

  
A = abc a, b, c ≠ 5{ }, B = abc a, b, c ≠ 6{ }⇒

  A = 8 ×9×9 = 648 = B و   S = 9×10×10= 900

A هستند.٥ مجموعه�ى سه�رقمى�هايى است كه فاقد 

(A ∩ B) ٦ و ٥ مجموعه�ى سه�رقمى�هايى است كـه فـاقـد
هستند.

  A ∩ B = 7 × 8 × 8 = 448

  
A ∩ B = A ∪ B = S − A ∪ B = 900−2× 648 + 448

A   اگر .٤مثال  = a1, a2, a3 , a4{ B   و { = b1, b2, b3{ }،
 (توابعى كه روى همه�ىAدر اين صورت چند تابع پوشا از روى 

 مى�توان تعري  كرد؟B اثر كنند) به روى Aاعضاى 

پاسخ:
f} ،  b1 را پوشش ندهد   A1 = f:A → B{
f} ،  b2 را پوشش ندهد   A2 = f:A → B{
f} ،  b2 را پوشش ندهد   A3 = f:A → B{

  

A1 ∩ A2 ∩ A3 = A1 ∪ A2 ∪ A3 = S − A1 ∪ A2 ∪ A3

                         = 81− 3 ×24 + 3 −0= 36

  

S = 3 × 3 × 3 × 3 = 34 = 81

A1 = 24 = A2 = A3

A1 ∩ A2 = A1 ∩ A3 = A2 ∩ A3 =1

A1 ∩ A2 ∩ A3 =0

f:A تابـع توجـه: → B:را «نگاشت» مى�نـامـيـم هـرگـاه 
Df = A.

B اگر نكات مهم: = k و A = m:در اين صورت 
I اگـر (m < k هيچ نـگـاشـت پـوشـا از ،A به B تعـريـ 

نمى�شود.
II اگر (m > k هيچ نگاشت يك به يك از ،A به B تعري 

نمى�شود.
III تعـداد كـل نـگـاشـت�هـاى از (A به B:بـرابـر اسـت بـا 

B A = km.

a

a

a

a

b

b

b

1

2

3
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IV اگر (m < kدر اين صورت تعداد نگاشت يك به يك ،
,P(k يا m(k) برابر است با: B به Aاز  m).

V اگر (m = kدر اين صورت تعداد نگاشت�هاى يك به ،
 برابرk با m (چون !k يا !mيك و درنتيجه پوشا برابر است با: 

است).
VI اگـر (  B = A   و 3 = m ≥ ، در اين صورت تـعـداد4

 برابر است با:B به Aنگاشت�هاى پوشا از 
  3m − 3 ×2m + 3 ×1m

 عضوى به٥ چند نگاشت پوشا از يك مجموعه�ى .٥مثال 
 عضوى تعري  مى�شود؟٣يك مجموعه�ى 

پاسخ:
  35 − 3 ×25 + 3 ×15 = 243 −96+ 3 =150

قضيه:
 نوع گل مفروض باشند و از هر نوع، به تعداد كافـىkاگر 

وجود داشته باشد، در اين صورت تعداد حالت�هايى كه مى�توان
 شاخه گل انتخاب كرد، برابر است با:nيك دسته�گل شامل 

 
  

n + k −1

  k −1






k   نوع گل را با k اثبات:  خط عمودى مى�توان جدا كرد1−
) و اگر انتخاب هر شاخه�گل از يك نوع گل را با يـك١(شكل

 شاخه گل از بينnستاره مشخص كنيم، براى نمايش انتخاب 
 ستاره استفاده كنيم. بنابراين تعـدادn نوع گل مى�بايد از kاين 

n)  ستاره�ها و خط�هاى عمودى برابر است با:  + k . تعداد(1−
n  كل تبديلات اين اشيا نيز برابـر اسـت بـا:  + (k −1)[ . امـا![

k   ستاره با يكـديـگـر و nمى�دانيم، جابـه�جـايـى�هـاى   خط1−
عمودى با يكديگر، حالت جديد يا دسته�گل جـديـدى تـولـيـد
نمى�كند و طبق قضيه�ى تبديل با تكرار، بايد تعداد كل تبديلات

×!n  را بـر  (k  تقسيم كنيم كـه در ايـن صـورت خـواهـيـم!(1−
داشت:

  
=

n + (k −1)[ ]!
n!× (k −1)!

=
n + k −1

  k −1






 شاخه�اىnتعداد دسته گل�هاى 
 نوع گلkاز 

)١(شكل
 شاخه٧ نوع گل، ٤ به چند طريق مى�توان از بين .٦مثال 

گل انتخاب كرد؟
پاسخ:

  
=

7 + 4−1

  4−1





=

10

3





 شاخه گل٧تعداد انتخاب�هاى  120=

 شاخه٨ نوع گل، ٥ به چند طريق مى�توان از بيـن .٧مثال 
گل انتخاب كرد، به شرط آن�كه از هر نوع گل حداقل يك شاخه

انتخاب شده باشد؟
 ابتدا از هر نوع گل يك شاخه برمى�داريـم و سـپـسپاسخ:

 نوع گل انتخاب مى�كنيم٥سه شاخه�ى باقى را به دلخواه از بين 

كه اين تعداد انتخاب برابر بـا 
  

7

4






. در حالت كلى مى�تـوان از

فرمول 
  

n −1

k −1






 براى حل اين نوع مسائل استفاده كرد:

  

n −1

k −1





=

7

4






 شاخه٩ نوع گل، ٥ به چند طريق مى�توان از بيـن .٨مثال 
گل انتخاب كرد، به شرط آن�كه از گل نوع دوم حداقل دو شاخه

و از گل نوع چهارم حداقل يك شاخه انتخاب شده باشد؟
 ابتدا دو شاخه گل از نوع دوم و يك شاخـه از نـوعپاسخ:

 شاخـه٩-٣=٦چهارم برمى�داريم كه در اين صورت تـعـداد 
 نوع گل باقى مى�مانـد. چـون٥گل براى انتخاب از بيـن 

اين انتخاب دلخواه است، طبق قضيه برابر است با:

  

10

5






  

                                                                       

*** ** L ***       *        

M

k  (گل نوع �ام    k گل نوع  گل نوع اول                …                  گل نوع دوم       )�ام1−
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 تعداد جواب�هـاى صـحـيـح وقضـيـه:
n)    نامنفـى مـعـادلـه�ى  ∈N)x1 + x2+L+xk = n

برابر است با: 
  

n + k −1

  k −1






.

 هر جواب صحيح و نامنفى بـراى مـعـادلـه�ى فـوقاثبـات:
 نوع گل است،k شاخه گل از بين nدر�واقع يك روش انتخاب 

�ام فرض كنيم،i را تعداد انتخاب�ها از گل نوع xiبه شرط آن�كه 
 نوع گـل،k شاخه گل از بيـن nو برعكس؛ يعنى هر انـتـخـاب 

 ثابت كرديم، تعداد اينًجوابى براى معادله�ى فوق است. قبلا
انتخاب�ها يا تعداد جواب�هاى صحيح و نامنفى معادله�ى فـوق

برابر است با:

  

n + k −1

  k −1






x1   معادلـه�ى .٩مثال  + x2 + x3 =  چند جواب صحيـح4
و نامنفى دارد؟

پاسخ: راه اول:
°        °     ٤   → جواب   ٣ 
١      ١      ٢  →   جواب ٣ 

راه دوم:  
  

6

2





= 6× 5

2!
°       ٢      ٢  →    جواب ٣     15=

٣       ١     °   → جواب   ٦ 
                                                      ــــــــــــ

 جواب١٥                                                     
x1   معادلـه�ى .١٠مثـال  + x2 + x3 + x4 =  چند جـواب7

صحيح و مثبت دارد؟
k   باشند، پـس: �١ها حداقل مى�توانـنـد xi پاسـخ: =  و4

  n = 7 − 4 = n. در�واقع، اين حالت با حالت انتخاب�هـاى 3

 نــوع گــل، بــا شـــرط انـــتـــخـــابkشــاخــه گــل از بـــيـــن 
حــداقــل يــك شــاخــه از هــر نــوع گــل مـــعـــادل و بـــرابـــر

است با: 
  

n −1

k −1





=

6

3






.

x1   معادله�ى .١١مثال  + x2 + x3 + x4 + x5 =  با شرط8
  x2 x4   و 1<  چند جواب صحيح و نامنفى دارد؟1≤

پاسخ:
  x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 8 −2−1

توضيح جبرى اين جواب:

  x2 −2 = y2 x2 = y2 x2   و 2+ ≥ 2→ x2 −2 ≥0

  x4 −1= y4 → x4 = y4 x4   و 1+ ≥1→ x4 −1≥0

  

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 8

→ x1 + y2 +2+ x3 + y4 +1+ x5 = 8

    
x1 + y2 + x3 + y4 + x5 = 8 −2−1

5
124 34 ⇒

  
=

9

4






 تعداد جواب�هاى صحيح و نامنفى

٨ نوع گل، ٥اين مسئله نيز با حالتى كه بخـواهـيـم از بـيـن 
٢شاخه انتخاب كنيم، با شرط آن�كـه از گـل نـوع دوم حـداقـل 

 شاخه انتخاب شده باشد،١شاخه و از گل نوع چهارم حداقل 
معادل است.

x1   معادله�ى .١٢مثال  + x2 + x3 = ≥0   با شرط 4 xi ≤ 2

i  و  =1,2,  چند جواب صحيح و نامنفى دارد؟3
پاسخ:

  

A1 = (x1, x2, x3 )  x1 ≥ 3{ }
A2 = (x1, x2, x3 )  x2 ≥ 3{ }
A3 = (x1, x2, x3 )  x3 ≥ 3{ }

  
x1 + x2 + x3 = 4− 3 =1→

3

2





= 3 ⇒ A1 = 3

مجموعه�ى مورد نظر به صورت زير است:

  

A1 ∩ A2 ∩ A3 = (A1 ∪ A2 ∪ A3 )

⇒ A1 ∩ A2 ∩ A3 = A1 ∪ A2 ∪ A3

  = S − A1 ∪ A2 ∪ A3 =15 − 3 × 3 = 6

(كل جواب�ها)       
  
S =

6

2





=15

  

A1 = 3 = A2 = A3

A1 ∩ A2 = A2 ∩ A3 = A1 ∩ A2 =0

 مى�بايد تعداد جواب�هاى معادله را باA1  (براى محاسبه�ى 
x1  شـرط  ≥  پيدا كنيم كه برابـر اسـت بـا تـعـداد جـواب�هـاى3

y1  معادله�ى  + x2 + x3 = 4− ؛ يعنى: 3
  

3

2






(.

  A1 ∩ A2 ∩ A3 =0
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