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در هر مثلث سه ارتفاع همرسند (از يك نقطه مى�گذرند).قضيه: 

rJ¹ ÊU¼dÐ
ابتدا يك حكم بردارى مطرح و آن را ثابت مى�كنيم.

 را در نظر مى�گيريم. رابطه�ى زير مسلمM و نقطه�ى ABCمثلث 
است:

  MA
⎯ →⎯

. BC
⎯ →⎯

+ MB
⎯ →⎯

. CA
⎯ →⎯

+ MC
⎯ →⎯

. AB
⎯ →⎯

= 0�      )�١(

)، رابطه�هاى مسلم زير را در نظر١براى اثبات درستى رابطه�ى (
مى�گيريم:

BC
⎯ →⎯

= MC
⎯ →⎯

− MB
⎯ →⎯

CA
⎯ →⎯

= MA
⎯ →⎯

− MC
⎯ →⎯

AB
⎯ →⎯

= MB
⎯ →⎯

− MA
⎯ →⎯

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

�      )�٢(

)،٢)، با رعايت تساوى�هاى (١عبارت سمت چپ رابطـه�ى (
به صورت زير نوشته مى�شود:

MA
⎯ →⎯

.(MC
⎯ →⎯

− MB
⎯ →⎯

) + MB
⎯ →⎯

.(MA
⎯ →⎯

− MC
⎯ →⎯

)

+ MC
⎯ →⎯

.(MB
⎯ →⎯

− MA
⎯ →⎯

)
 

�     )�٣(

)، تمرين�ها را انجام مى�دهيم. شش جمله به دست٣در عبارت (
) برابر صفر٣مى�آيد. مجموع هر دو قرينه صفر است. پس عبارت (

) محقق است.١است. پس رابطه�ى (

YK¦� ŸUHð—« tÝ vÝdL¼  U³Ł«
AD را در نظر مى�گيريم. نقطه�ى برخورد دو ارتفاع ABCمثلث 

 مى�ناميم. با رعايت حكم ياد شده در سطرهاى پيـشـيـنH را BEو 
چنين مى�نويسيم:

  HA
⎯ →⎯

. BC
⎯ →⎯

+ HB
⎯ →⎯

. CA
⎯ →⎯

+ HC
⎯ →⎯

. AB
⎯ →⎯

= 0�       )�٤(
 عمـودBC بر خـط HD و نيز خـط AC بر خـط HBچون خـط 
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است، پس دو رابطه�ى زير مسلم است:

  

HA
⎯ →⎯

. BC
⎯ →⎯

= 0

HB
⎯ →⎯

. CA
⎯ →⎯

= 0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

�       )�٥(

)، رابطه�ى زير نتيجه مى�شود:٥) و رابطه�هاى (٤از رابطه�ى (

  HC
⎯ →⎯

. AB
⎯ →⎯

= 0�       )�٦(
 عمـودAB بر خـط HC) نتيجه مى�شود كـه خـط ٦از رابطـه�ى (

است. پس سه ارتفاع هر مثلث از يك نقطه مى�گذرند.

YK¦� ŸUHð—« tÝ vÝdL¼ ÈÅtOC� “« vLOLFð
 بر يالSA را در نظر مى�گيريم. اگـر يـال SABCچهار وجهـى 

BC و يال ،SB بر يال AC گاه يـال�عمود باشد، آن SC بر يـال AB

عمود است (به بيان كوتاه، اگر دو جفت يال مقابل برهم عمود باشند،
دو يال ديگر بر هم عمودند).

ÂËœ ÊU¼dÐ
 را در نظر مى�گيريم.CF و AD ،BE و سه ارتفاع ABCمثلث 

γ و α ،β را به تـرتـيـب AB و BC ،CAسه دايـره بـه قـطـرهـاى 

 قطع مى�كنند.D يكديگر را در نقطه�ى γ و βمى�ناميم. دو دايره�ى 
تعريY محور( است γ و β محور اصلى دو دايـره�ى ADپس خط 

اصلى در ادامه آمده است). با همين شيوه�ى استدلال نتيجه مى�شود
CF است و ارتفاع γ وα، محور اصلى دو دايره�ى BEكه ارتفاع 

 است. بنابر يكى از قضيه�هاى هندسهβ و αمحور اصلى دو دايره�ى 
مى�دانيم كه سه محور اصلى سه دايره همرسند، پس سه ارتفاع هـر

مثلث همرسند.

Ád¹«œ Ëœ vK�« —u×� n¹dFð
مكان هندسى نقاطى از يك صفحه كه قوت آن�ها نسبـت بـه دو
داير�ه�ى واقع در آن صفحه برابر باشد، خطى اسـت عـمـود بـر خـط

مركز�هاى آن دو دايره. در شكل زير

 محور اصلىl رسم شده است. خط ó وoدو دايره به مركز�هاى 
  است. هنگامى كه دو دايره خارج يكديگر باشند،ó وoدو دايره�ى  

محور اصلى از وسط مماس�هاى مشترك مى�گذرد.

ÂuÝ ÊU¼dÐ
 را رسم مى�كنيم.CF و AD ،BE و سه ارتفاع آن ABCمثلث 

آن منطبق x´x را چنان اختيار مى�كنيم كه محور xyدستگاه مختصات
 را منطبق بر ارتفاعy´y مبدأ آن باشد. محور D و نقطه�ى CBبرخط 

ADى جبـرى بـردارى�كنيم. اندازه�اختيار مى DA
⎯  را روى محور⎯→
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y´y به ،h هاى جبرى دو بردار�دهيم و اندازه�نمايش مى DB
⎯ DC و ⎯→

⎯ →⎯

 مى�ناميم.n و m به ترتيب x´xرا روى محور 
 مى�نويسـيـم.xy را در دستگاه مخـتـصـات BEمعادلـه�ى خـط 

h برابر ACضريب زاويه�ى خط 
−n

 است. پس ضريب زاويه�ى خط

BE كه بر خـط ACعمود است، برابـر n
h

 مى�شود. معادله�ى خـط

BE:چنين است 

y = n
h

(x − m)�       )�٧(
 باشد، از معادلـه�ىDA و BE نقطه�ى برخـورد دو خـط Hاگر 

) نتيجه مى�شود:٧(

DH = − nm
h

�       )�٨(
 باشد، چنين داريم:DA و CF نقطه�ى برخورد خط Kاگر 

  DK = − mn
h

�       )�٩(

DHپس  = DK.و در نتيجه سه ارتفاع مثلث همرسند ،
 دو راه مى�توان پيمود: يكى آن�كه معادله�ىDKبراى محاسبه�ى 

 را بنويسيم  و عرض از مبدأ آن را حساب كـنـيـم كـه هـمـانCFخط 
) به دست مى�آيد. راه دوم، يعنى راه خيلى سـاده�تـر، آن٩تساوى (

 را عوضn و m)، جاى ٩ تساوى (ِاست كه در عبارت طرف راست
)٧) حاصل مى�شود، زيرا اگر در معادله�ى (٩كنيم. آن�گاه تساوى (

 حاصل مى�آيد.CFمعادله�ى خط  را عوض كنيم، n و mجاى 

Â—UNÇ ÊU¼dÐ
قضيـه�ى سـوا را بـه كـار مـى�گـيـريـم:

 را به ترتيبF و D،E و سه نقطه�ى ABCمثلث قضيه
ى سوا: 
r′ در نظر مى�گيريم. محورهـاى AB و BC ،CAبر خط�هـاى  r،

s´s و t´t هاى�را به ترتيب بر خط BC ،CA و ABكنيم (با�اختيار مى 

DBجهت دلخواه). اندازه�هاى جبـرى دو بـردار 
⎯ DC و ⎯→

⎯  را روى⎯→

r′محور  r به ترتيب با DB و DC هاى جبرى دو بردار�اندازه ،EC
⎯ →⎯

EAو 
⎯ ، و اندازه�هاىEA و EC به ترتيب با s´s را روى محور ⎯→

FAجبرى دو بـردار 
⎯ FB و ⎯→

⎯  به ترتيـب بـاt´t را روى محـور ⎯→
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FA و FB دهيم. اگر سه خـط�نشان مى AD ،BE و CFهمـرس 
باشند، رابطه�ى زير مسلم است و برعكس:

  

DB
DC

.
EC
EA

.
FA
FB

= −1

v?Ýd?L?¼  U?³?Ł« È«d?Ð «u?Ý ÈÅt?O?C?� Èd?O?Ö—U?�Åt?Ð
YK¦� ÈU¼ÅŸUHð—«

ا در نظر مى�گيريم. رCF و AD، BEتفاع  و سه ارABCمثلث  

ثابت مى�كنيم رابطه�ى زير محقق است و از آن نتيجه مى�گيـريـم
كه سه ارتفاع مثلث همرسند.

  

DB
DC

.
EC
EA

.
FA
FB

= −1�       )�١٠(

 را به ترتيب باC و A ،Bطول�هاى اضلاع مقابل به زاويه�هـاى 
a ،b و c:دهيم. چنين داريم�نشان مى 

DB = −BD = − BA
⎯ →⎯

cos(rBA) = (−c)(− cos B)

پس:
DB = c cos B

 را حساب مى�كنيم كه چنينDCبا بيان شيوه�ى استدلال، مقدار 

حاصل مى�شود:
DC = −b cos C

پس:
DB
DC

= − c cos B
b cos C

�       )�١١(

با همان شيوه�ى محاسبه، تساوى�هاى زير به دست مى�آيند:
EC
EA

= − a cos C
c cos A

�       )�١٢(

FA
FB

= − b cos A
a cos B

�       )�١٣(

) حاصـل١٠)، تـسـاوى (١٣) و (١٢)، (١١از سه رابـطـه�ى (
مى�شود. بنابراين سه ارتفاع مثلث همرسند.

r−MÄ ÊU¼dÐ
 آن را در نـظــرCF و AD ،BE و ارتـفـاع�هــاى ABCمـثـلــث 

مى�گيريم.

B′ خط Aاز نقطه�ى  ′C را موازى خط BC ى�از نقطه ،Bخط 
′A ′C را موازى خـط AC ى�و از نقطـه ،C خـط ′A ′Bرا موازى 

A رسـم مــى�كــنــيــم. چــون چــهــارضــلــعــى ABخــط  ′B CB

Aمتوازى�الاضلاع است، پس:  ′B = CBو نيز چون چهارضلعى .
A ′C BC :الاضلاع است، پس�متوازى A ′C = CB:و در نتيجه 

A ′B = A ′C ى�يعنى نقطه .A وسط ضلع ′B ′Cاست. با همين 
A′ وسط پاره�خـط Bشيوه�ى استدلال نتيجه مى�شود كه نقطه�ى  ′C

B′ وسط پاره�خط Cو نقطه�ى  ′A.است 
 عمـود اسـت،BC كـه بـر خـط ADاكنـون مـى�گـويـيـم: خـط 

B′عمودمنصY پاره�خط  ′C هاى مثلث�است. پس ارتفاع ABC،
A′عـمـودمـنـصـY�هـاى مـثــلــث  ′B ′Cدانـيـد كــه�هـسـتـنـد. مـى 

عمودمنصY�هاى هر مثلث هـمـرسـنـد (چـرا؟)، پـس ارتـفـاع�هـاى
هر مثلث همـرسـنـد.
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