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 بيانلايپ�نيتز ميلادى توسط ١٦٩٤مفهوم تابع اولين�بار در سال 
آن را كمى دقيق�تر بيان كرد. در آناويلر شد و سپس دانشمند بزرگ، 

زمان، دامنه و برد تابع�ها، مجموعه�ى اعداد حقيقى در نظـر گـرفـتـه
مى�شد. بعدها تعري@ تابع دقيق�تر شد و دامنه و برد تابع مى�توانست

 باشد.R|زير مجموعه�هايى از 

± ÈÅtŽuL−� Ëœ vð—U�œ »d{Åq�UŠ ÆA Ë ÅB

 باشـنـد،R زير مجمـوعـه�هـايـى از B و Aاگر مجـمـوعـه�هـاى 
Aحاصل�ضرب دكارتـى  × Bشامل همه�ى زوج�هاى مرتبى اسـت 

 و مؤلفه�ى دوم آن�ها عضوAكه مؤلفه�ى اول آن�ها عضو مجموعه�ى 
A   بـاشـنـد. بــراى مــثــال، اگــر Bمـجــمــوعــه�ى  = 1,2, 3{  و{

B = k, p{ A، آن�گاه حاصل�ضرب دكارتـى { × Bبه�صورت زير 
خواهد بود:

  A × B = (1, k), (1, p), (2, k), (2, p), (3, k), (3, p){ }
Aچون مجـمـوعـه�ى  × Bداراى شش عضو مـتـمـايـز اسـت و 

  26 = A پس مجموعه�ى ،64 × B ،زيرمجموعه دارد.٦٤ 

≤tDÐ«— Æ
Aهر زير مجموعه�اى از  × B را يك رابطه از A به B .گوييم R

B به Aرا به عنوان علامت رابطه درنظر مى�گيريم. پس يك رابطه از 

R:Aرا به صورت:  → B.نشان مى�دهيم 

≥lÐUð n¹dFð Æ
 باشند، آن�گاهR| زيرمجموعه�هايى از B و Aاگر مجموعه�هاى 

احمد قندهارىاحمد قندهارىاحمد قندهارىاحمد قندهارىاحمد قندهارى● 

ÂuÝ Ë ÂËœ ÈÅt¹UÄ Ê«“u�¬Åg�«œ È«dÐ تـابـعf از مجـمـوعـه�ى A بـه مـجـمـوعـه�ى Bكـه آن را بـه صـورت 
f:A → Bنشان مى�دهيم، زير مجموعه�اى از حاصل�ضرب دكارتى 

A × Bاست كه هيچ دو زوج مرتب متمايز آن داراى مؤلـفـه�ى اول 
A  مساوى نباشد. در مثال قبل داشتيم:  = 1,2, 3{ B و { = k, p{ }

و

  A × B = (1, k), (1, p), (2, k), (2, p), (3, k), (3, p){ }
f:Aحال اگر بنويسيم:  → B و   f = (1, k), (2, p){ ، آن�گاه{

f يك تابع از A به B.است 
g:Aهم�چنين، اگر بنويسيم:  → B و   g = (1, k), (2, k){ }،

 است.B به A هم يك تابع از gآن�گاه 
h:Aو اگر بنويـسـيـم:  → B و   h = (1, k), (2, p), (3, k){ }

 است.Bبه A  هم يك تابع از hآن�گاه 
اما چنان�چه بنويسيم:

 t:A → B و   t = (1, p), (2, k), (1, k){  يك تـابـعt، آن�گاه {
,1)   نيست، زيرا دو زوج متمـايـز B به Aاز  p) 1)   و, k)عضوهـاى 

 هستند. چون مؤلفه�هاى اول آن�هـا بـرابـر اسـت ولـىtمجموعـه�ى 
نيست.B به A يك تابع از tمؤلفه�ى دوم آن�ها برابر نيست، پس 

 يك تابع شاملf به صورت زير تعري@ شده باشد و f اگر مثال:
 را بيابيد.b و aدو زوج مرتب متمايز باشد، آن�گاه 

  
f = (1, a2 − ab), (3, b), (b −1, 3){ }

b   :حل −1= 1⇒ b = 2

  a = a   يا3
2 − ab = 3 ⇒ a2 − 2a − 3 = 0⇒ a = −1

b  : اگر توجه −1= 3 ⇒ b =  تابع نخواهد شد.f، در نتيجه 4

¥lÐUð ÈÅtDÐU{ Æ
فرض مى�كنيم:

   A = 1,2, 3,4,5,6{ B   و { = 2,5,10,17,20{ }

عبــــاتــــــــ عبــــاتــــــــ
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f:Aاگر  → B:به صورت زير باشد 
  f = (1,2), (2,5), (3,10), (4,17){ }

 است.B به A يك تابع از fبا توجه به مطالب قبل، 
,1,2  مؤلفه�هاى اول اين تابع مجـمـوعـه�ى  3,4{  است كه زيـر{

محسوب مى�شود. اگر بخواهيم تابع را دقيق�تر بيانAمجموعه�اى از 
f:Aكنيم، بايد بگوييم: تابع  → Bمجموعه�اى از زوج�هاى مرتب ،

است كه مـؤلـفـه�هـاى اول ايـن زوج�هـاى مـرتـب، مـجـمـوعـه�اى از
 است و هيچ دو زوج مرتب و متمايزAزيرمجموعه�هاى مجموعه�ى 

آن، داراى مؤلفه�هاى اول مساوى نباشند.
اين تابع را مى�توان به صورت زير نشان داد:

 و٢ را به ١ضابطه�ى اين تابع يك رابطه�ى جبرى است كـه عـدد 
 مربوط كند. پس١٧ را بـه ٤ و عدد ١٠ را به ٣ و عدد ٥ را به ٢عدد 

ضابطه�ى اين تابع چنين است:
  f (x) = x2 +1  ,   x ∈N  ,  x < 5

در حالت كلى ضابطه�ى تابـع، فـرمـولـى اسـت كـه تـوسـط آن،
مؤلفه�هاى دوم زوج مرتب تابع، از روى مؤلفه�هاى اول آن محاسبه

,x را fمى�شود. اگر در حالت كلى زوج مرتب تابع  f(x)(  بناميم،(
y به اين صورت است: fآن�گاه فرمول يا ضابطه�ى تابع  = f (x).

رياضى علم دقيقى است و سهل�انگارى در آن به�هيچ وجه جايـز
نيست. در بسيارى از كتاب�ها ديده مى�شود كه مى�نويـسـنـد: «تـابـع

y = f (x)در صورتى�كه بايد گـفـتـه شـود: «تـابـع بـا ضـابـطـه�ى ،«
y = f (x) زيرا ،«y = f (x)تابع نيست، بلكه ضابطه� يا قانون تابع 

است.
 تعري@x: اگر ضابطه�ى تابع در دست باشد، به ازاى هـر توجه

 به راحتى محاسبه مى�شود، ولى يافتـن ضـابـطـه�ىf(x)شده در آن، 
تابع از روى زوج مرتب تابع گاهى مشكل است.

f   بــه صــورت f: اگـر تــابــع مــثــال = (1,1), (2,6)(0,0){ ، و{
f  ضابطه�ى تابع به صـورت  (x) = ax2 + bx + cباشد، ضابطـه�ى 

تابع را مشخص كنيد.
:حل

  

f (0) = 0

f (1) = 1

f (2) = 6

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

f (0) = 0+0+ c = 0⇒ c = 0

f (1) = a + b + c = 1⇒ a + b = 1

f (2) = 4a + 2b + c = 6 ⇒ 4a + 2b = 6

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

  

a + b = 1

2a + b = 3
⎧
⎨
⎩

⇒ a = 2  ,  b = −1

  ⇒ f (x) = 2x2 − x  ,  x ∈N  ,  x ∈ 0,1,2{ }

تعري@ تابع با زوج مرتب، تعري@ درستى است، ولى كـارايـى
زيادى در حل مسائل ندارد. به همين علت تعري@ كامل�ترى از تابع

ارائه مى�شود.

μlÐUð n¹dFð Æ
 را، وقتى يـكy=f(x) ماننـد y و x بين R| به R|يك رابطـه از 

y، حداكثر يك مقـدار بـراى x گوييم كه: به ازاى هـر y بـه xتابع از 

به�دست آيد.

f:|R: رابطه�ى مثال →|R با ضابطـه�ى   y = f (x) = x −1

 را نسبت دهيم، ياR| هر عددى عضو xيك تابع است، زيرا اگر به 
 به دست نمى�آيد.y به دست مى�آيد يا عددى براى yيك عدد براى 

y .وجود ندارد   x = 0⇒                    ��       x = 1⇒ y = 0

y .وجود ندارد   x = −1⇒                      �    x = 2 ⇒ y = 1

y .وجود ندارد   x = − 2 ⇒                     x = 3 ⇒ y = 2

y .وجود ندارد   x = −2 ⇒      x = 3 ⇒ y = 3 −1

y .وجود ندارد   x = −4 ⇒    x = 4 ⇒ y = 3

 نسبتx وجود ندارد كه اگر آن را به R|در اين تابع عددى عضو 
 به�دست آيد.yدهيم، دو مقدار يا سه مقدار يا… براى 

x  ال@) مجموعه�ى  x ∈|R  ,  x ≥1{  عضوx كه به ازاى هر ،{
 به�دست مى�آيد؛ اين مجموعـه راyآن، فقط و فقط يك مقدار بـراى 

دامنه�ى تعري@ تابع يا به�طور خلاصه دامنه�ى تابع مى�گوييم.
x  ب) اين تابع در مجموعه�ى  x ∈|R  ,  x <1{  تعري@ نشده{

 به�دستy از اين مجموعه، مقدارى براى xاست، يعنى به ازاى هر 
نمى�آيد.

ج) مجموعه�ى 
  

y y ∈|R  ,  y ≥0{ رد تابع گوييم.ُرا ب{

براى آشنايى بيشتر با انواع تابع، به مثال بعدى توجه كنيد.
R|: روابط زيـر از مثـال →|R بر حسـب x و yبا ضابطـه�هـا�ى 

 است.y به xزير، معادله�ى يك تابع از 
   2)  y = 2x − 5                                      1)  y = 2

  4)  y = x3 + 3x −1                      3)  y = x2 − 2x

  
  
6)  y = 1

x
                    5)  y = x4 − 4x2

  
  
8)  y = x2 − x

x − 4
                       

  
7)  y = 2x −1

x −1
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  10)  y = x − 2                             
  
9)  y = x3

x2 −1

  12)  y = −x2 + 4x                     
  11)  y = x2 − 2x

 
  
14)  y = x2

x −1
                         

  
13)  y = 2x

x +1

   16)  y = x2 −1
3                         15)  y = x3 −1

3

  
18)  y = x2 − 2x                            17)  y = 2x −1

   20)  y = sin2 x − sin x                           19)  y = x −1⎣ ⎦

  22)  y = tan x + cot x                      21)  y = cos2 x −1

  
24)  y = cos2 x

cos x −1
     �                

  
23)  y = sin x

sin x −1

   26)  y = Arc cos(2x + 3)           25)  y = Arcsin(2x −1)

  
28)  y = Arc cot

x
x −1

             27)  y = Arc tan(x −1)

  30)  y = 2x                   29)  y = log(2x −1)

، چهxoy: يك نمودار در صفحه�ى محورهاى مختصات سؤال
وقت نمودار يك تابع است؟

ها، آن نمودار را حداكثرx: وقتى كه هر خط عمود بر محور پاسخ
در يك نقطه قطع كند.

٣و٢ نمودارهاى تـابـع�انـد، ولـى شـكـل�هـاى ٤و١شكـل�هـاى 
نمودارهاى تابع نيستند.

R|: نشان دهيد، روابط ذيل مثال →|R بين x و y يك تابع از x

 نيست.yبه 
ها، دو مقدار يا بيشـتـرx بايد نشان دهيم، حداقل براى يـكـى از

 به�دست مى�آيد.yبراى 

  1)  y = ± 2x −1       x = 2 ⇒ y = ± 3

  2)  y = 4x −1          x = 1⇒ y = 3 ⇒ y = ±3

  3)  y⎣ ⎦ = x −1          x = 2 ⇒ y⎣ ⎦ = 1⇒1≤ y < 2

  4)  y3 − 4y − x = 0   x = 0⇒ y3 − 4y = 0⇒ y(y2 − 4) = 0

                        ⇒ y = 0 ,  y = ±2

∂vIOIŠ lÐUð Æ
بنابر قرارداد، تابعى را حقيقى گوييم كه برد آن زيرمجـمـوعـه�ى
اعداد حقيقى باشد. ولى ما با تابع�هايى سروكار داريم كه دامنه و برد

آن�ها زيرمجموعه�ى اعداد حقيقى باشد.

∑È«ÅtDÐU{ bMÇ lÐUð Æ
هرگاه دامنه�ى يك تابع را به چند زيرمجموعه�ى جدا از هم افراز
كنيم، به طورى�كه اجتماع آن�ها برابر مجموعه�ى دامنه تابع باشد، و
روى هر يك از زيرمجموعه�هاى دامنه، ضابطه�اى مجزا تعري@ كنيم،

در اين صورت اين تابع را تابع چند ضابطه�اى مى�گوييم.
f ،f:|R: تابعمثال →|R:به صورت زير تعري@ شده است 

  
f (x) =

x2 − 2x       x ≥1

1− x2         x <1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

y ،y:|Rاين تابع را يك تـابـع دو ضـابـطـه�اى و تـابـع  →|Rبـا 
ضابطه�ى

  

y(x) =
1+ x        x >0

2             x = 0

1− x        x <0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

را يك تابع سه ضابطه�اى مى�گوييم.

f   با ضابطه�ى f: تابـع مثال (x) = 2 x −1 + xرا به دو ضابطـه� 
Dfتبديل كنيد.  =|R

:حل
  x −1= 0⇒ x = 1

  x ≥1⇒ x −1 = x −1

                  ⇒ f (x) = 2(x −1) + x ⇒ f (x) = 2x − 2 + x

    ��                                                                    ⇒ f (x) = 3x − 2

  x <1⇒ x −1 = 1− x

  f (x) = 2(1− x) + x ⇒

  f (x) = 2 − 2x + x ⇒ f (x) = 1− x

  
⇒ f (x) =

3x − 2       x ≥1

1− x          x <1
⎧
⎨
⎩
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