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نّمعي لاانتگر

 مجموعد حى�محاسبه

Á—Uý«
در شـمـاره
ى قـبـل دربـاره
ى مـحـاسـبـه
ى پـاره
اى از حــدهــاى
توابعى صحبت كرديم كه به صورت مجموع
هاى خاصى مطرح
مى
شوند و با استفاده از روش
هاى متعارفى كه در محاسبه
هـاى
حدها وجود دارند، قابل حل نيستنـد. سـپـس در ايـن خـصـوص
مراحل محاسبه
ى حد مجموع به كمك انتگرال معيـن را مـطـرح
كرده و آزمون
هايى را آورديم. اينك در ذيل، ادامـه
ى آزمـون
هـا
را ملاحظه مى
كنيد. (قبل از مطالعه
ى اين مقالـه، قـسـمـت اول

آن را از شماره
ى قبل مطالعه كنيد)
 حاصل اين حد، كدام�يك از گـزيـنـه�هـاى ذيـل.٦آزمـون 

است؟

  
lim
n→∞

(1× 2 × 3×L×(n − 3) × (n − 2) × (n −1) × n)
1

n

n

١ (e٢ (
  

1
e

١) ٤-١) ٣
) صحيح است.٢ گزينه�ى (جواب:

  

L = lim
n→∞

(1× 2 × 3×L×(n − 3) × (n − 2) × (n −1) × n)
1

n

n

⇒ L = lim
n→∞

(n!)
1

n

n

  
= lim

n→∞

(n!)
1

n

nn
= lim

n→∞

n!

nn
n

  
= lim

n→∞

1× 2 × 3×L×(n −1) × n
n × n × n×L×n

n

 احسان يارمحمدى احسان يارمحمدى احسان يارمحمدى احسان يارمحمدى احسان يارمحمدى●

كمك هبـ
)٢(قسمت 
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⇒ ln(L) = ln lim

n→∞

1× 2 × 3×L×(n −1) × n
n × n × n×L×n

n

  
⇒ ln(L) = lim

n→∞
ln

1× 2 × 3×L×(n −1) × n
n × n × n×L×n

n

  
⇒ ln(L) = lim

n→∞

1
n

. ln
1× 2 × 3×L×(n −1) × n

n × n × n×L×n

  

⇒ ln(L) = lim
n→∞

1
n

.(ln(
1
n

) + ln(
2
n

) + ln(
3
n

)+L

+ ln(
n − 2

n
) + ln(

n −1
n

) + ln(
n
n

))

b  بــا فــرض ايـــن�كـــه  = a   و 1 =  اخــتــيــار شـــونـــد،0

  
Δx = b − a

n
= 1

n
 است. بنابراين:

(*)         
  

xn = 1
n

.(ln(
1
n

) + ln(
2
n

) + ln(
3
n

)+L+ ln(
n − 2

n
)

+ ln(
n −1

n
) + ln(

n
n

))

از مقايسه�ى (*) با

  
xn{ } = 1

n
(f(

1
n

) + f (
2
n

) + f (
3
n

)+L+f (
n
n

 داريم:((

f (
k
n

) = ln(
k
n

) ⇒
x= k

n
f (x) = ln(x)

بنابراين:

  

lim
n→∞

(1× 2 × 3×L×(n − 3) × (n − 2) × (n −1) × n)
1

n

n

= ln(x)dx
0

1

∫ = (x ln(x) − x)
1

0
= −1

درنتيجه:

  
ln(L) = −1⇒ L = e−1 = 1

e

 حاصل اين حد كدام�يك از گزينه�هاى زير است؟.٧آزمون 

  
lim
n→∞

(
1

n2 +12
+ 1

n2 + 22
+ 1

n2 + 32
+L+ 1

n2 + n2
)

١ (  ln(2 + 2)٢ (
  
ln(

1

1+ 2
)

٣ (  ln(1+ 2)٤ (
  
ln(

1

2 + 2
)

) صحيح است.٣ گزينه�ى (جواب:

  
lim
n→∞

(
1

n2 +12
+ 1

n2 + 22
+ 1

n2 + 32
+L+ 1

n2 + n2
)

  

= lim
n→∞

(
1

n2(1+ 12

n2 )

+ 1

n2(1+ 22

n2 )

+ 1

n2(1+ 32

n2 )

+L

+ 1

n2(1+ n2

n2 )

)

  

lim
n→∞

1
n

.(
1

1+ (
1
n

)2

+ 1

1+ (
2
n

)2

+ 1

1+ (
3
n

)2

+L

+ 1

1+ (
n
n

)2

)

b  بــا فــرض ايـــن�كـــه  = a   و 1 =  اخــتــيــار شـــونـــد،0

  
Δx = b − a

n
= 1

n
 است. بنابراين:

             (*) 

  

xn = 1
n

.(
1

1+ 12

n2

+ 1

1+ 22

n2

+ 1

1+ 32

n2

+L

+ 1

1+ n2

n2

)

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = 1

n
(f(

1
n

) + f (
2
n

) + f (
3
n

)+L+f (
n
n

 داريم:((

  

f (
k
n

) = 1

1+ k2

n2

= 1

1+ (
k
n

)2

⇒
x= k

n
f (x) = 1

1+ x2

بنابراين:

  

lim
n→∞

(
1

n2 +12
+ 1

n2 + 22
+ 1

n2 + 32
+L+ 1

n2 + n2
)

= dx

1+ x20

1

∫ = ln(x + 1+ x2 )
1

0
= ln(1+ 2)

 حاصل اين حد كدام�يك از گزينه�هاى زيل است؟.٨آزمون 

  

lim
n →∞

(
π
n

)sin(
π
n

) + (
π
n

)sin(
2π
n

) + (
π
n

)sin(
3π
n

)+L
⎛
⎝⎜

+(
π
n

)sin(
nπ
n

)
⎞
⎠⎟
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١ (
  

π
2

٢ (
  

π
4

٤) ٢٤) ٣
) صحيح است.٣ گزينه�ى (جواب:

  

lim
n →∞

(
π
n

)sin(
π
n

) + (
π
n

)sin(
2π
n

) + (
π
n

)sin(
3π
n

)+L
⎛
⎝⎜

+(
π
n

)sin(
nπ
n

)
⎞
⎠⎟

  
lim
n →∞

π
n

. sin(
π
n

) + sin(
2π
n

) + sin(
3π
n

)+L+sin(
nπ
n

)
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

bبـــا فـــرض ايـــن�كـــه  = π و   a =  اخـــتـــيـــار شـــونـــد،0

Δx = b − a
n

= π
n

 است. بنابراين:

(*) 
  
xn = π

n
. sin(

π
n

) + sin(
2π
n

) + sin(
3π
n

)+L+sin(
nπ
n

)
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = π

n
(f(

π
n

) + f (
2π
n

) + f (
3π
n

)+L+f (
nπ
n

 داريم:((

f (
kπ
n

) = sin(
kπ
n

) ⇒
x= kπ

n
f (x) = sin(x)

بنابراين:

  

lim
n →∞

(
π
n

)sin(
π
n

) + (
π
n

)sin(
2π
n

) + (
π
n

)sin(
3π
n

)+L
⎛
⎝⎜

+(
π
n

)sin(
nπ
n

)
⎞
⎠⎟

= sin(x)dx
0

π∫ = − cos(x)
π
0

= 2

 حاصل حد زير كدام يك از گزينه�هاى زير است؟.٩آزمون 

  
lim
n→∞

3
n

(1+ n
n + 3

+ n
n + 6

+L+ n
n + 3(n −1)

)

٢٢) ١ (
  

1
4

٤٤) ٣ (
  

1
2

) صحيح است.١ گزينه�ى (جواب:

  
lim
n→∞

3
n

(1+ n
n + 3

+ n
n + 6

+L+ n
n + 3(n −1)

)

  
= lim

n→∞

3
n

.(
1

1+0
+ n

n + 3
+ n

n + 6
+L+ n

n + 3(n −1)
)

  

= lim
n→∞

3
n

.(
1

1+0
+ n

n(1+ 3
n

)
+ n

n(1+ 6
n

)
+L

+ n

n + (1+ 3(n −1)
n

)
)

  

= lim
n→∞

3
n

.(
1

1+ 0
n

+ 1

1+ 3
n

+ 1

1+ 6
n

+L+ 1

1+ 3(n −1)
n

)

b  بــا فــرض ايــن�كـــه  = a   و 3 =  اخــتــيــار شـــونـــد،0

  
Δx = b − a

n
= 3

n
 است. بنابراين:

(*)             

  

= lim
n →∞

3
n

.(
1

1+ 0
n

+ 1

1+ 3
n

+ 1

1+ 6
n

+L

+ 1

1+ 3(n −1)
n

)

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = 3

n
(f(

3
n

) + f (
6
n

) + f (
9
n

)+L+f (
3n
n

 داريم:((

  

f (
3k
n

) = 1

1+ 3k
n

⇒
x= k

n
f (x) = 1

1+ x
= 1

1+ x

بنابراين:

  

lim
n→∞

3
n

(1+ n
n + 3

+ n
n + 6

+L+ n
n + 3(n −1)

)

= dx

1+ x0

3

∫ = 2 1+ x
3

0
= 2

 حاصل حد زير كدام�يك از گزينـه�هـاى:١٠آزمون 
ذيل است؟

  

lim
n →∞

(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
π

2n
)+L

⎛
⎝⎜

+(
π

2n
)cos(

(n −1)π
2n

)
⎞
⎠⎟

١ (
  

π
2

٢ (
  

1
2

٣ (π١) ٤
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(*)                              
  

xn{ } = 1
n

.(
1p

np + 2p

np + 3p

np +L+ np

np )

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = 1

n
(f(

1
n

) + f (
2
n

) + f (
3
n

)+L+f (
n
n

 داريم:((

f (
k
n

) = (
k
n

)p ⇒
x= k

n
f (x) = xp

بنابراين:

  
lim
n→∞

1p + 2p + 3p +L+np

np+1 = xpdx = xp+1

p +10

1

∫
1

0
= 1

p +1

 ثابت كنيد: .٢مسئله
ى 
  
lim
n→∞

x
n + kx

k =1

n

∑ = ln(1+ x)

  

lim
n→∞

x
n + kx

k =1

n

∑ = lim
n→∞

x

n(1+ kx
n

)k =1

n

∑ = lim
n→∞

1

1+ kx
n

k =1

n

∑

بنا بر 
  
lim
n→∞

b − a
n

f(a + k(b − a)
n

k =1

n

∑ ) = f (t)dt
a

b

 و با∫

b فــرض ايـــن�كـــه  = x و   a =  اخــتــيــار شـــده�انـــد،0

Δx = b − a
n

= x
n

. بنابراين: است

         (*)
  

xn = x
n

.(
1

1+ x
n

+ 1

1+ 2x
n

+ 1

1+ 3x
n

+L+ 1

1+ nx
n

)

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = x

n
.(f(

x
n

) + f (
2x
n

) + f (
3x
n

)+L+f (
nx
n

 داريم:((

  

f (
kx
n

) = 1

1+ kx
n

⇒
t = kx

n
f (t) = 1

1+ t

بنابراين:

  

lim
n→∞

x
n

f(
kx
n

)
k =1

n

∑ = f (t)dt
0

x

∫ ⇒ lim
n→∞

x
n

1

1+ kx
n

k =1

n

∑

= dt
1+ t0

x

∫ = ln(1+ t)
x

0
= ln(1+ x) ⇒ lim

n→∞

x
n + kx

k =1

n

∑
= ln(1+ x)

) صحيح است.٤ گزينه�ى (جواب:

  

lim
n →∞

(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
2π
2n

)+L
⎛
⎝⎜

+(
π

2n
)cos(

(n −1)π
2n

)
⎞
⎠⎟

  
= lim

n→∞

π
2n

.(1+ cos(
π

2n
) + cos(

2π
2n

)+L+ cos(
(n −1)π

2n
))

بــا فــرض ايــن�كـــه 
  
b = π

2
a   و  =  اخــتــيــار شــونــد،0

  
Δx = b − a

n
= π

2n
 است. بنابراين:

  (*)              
  

xn = π
2n

.(cos(
0π
2n

) + sin(
π

2n
) + sin(

2π
2n

)+L

+ sin(
(n −1)π

2n
))

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = π

2n
(f(

0π
2n

) + f (
π

2n
) + f (

2π
2n

)+L+f (
(n −1)π

2n
))

داريم:

  
f (

kπ
2n

) = cos(
kπ
2n

) ⇒
x= kπ

2n
f (x) = cos(x)

بنابراين:

  

lim
n →∞

(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
π

2n
) + (

π
2n

)cos(
2π
2n

)+L
⎛
⎝⎜

+(
π

2n
)cos(

(n −1)π
2n

)
⎞
⎠⎟

= cos(x)dx
0

π
2∫ = sin(x)

π
2
0

=1

p به ازاى هر  [قضيه].١مسئله
ى  ∈IN:همواره 

  
lim
n→∞

1p + 2p + 3p +L+np

np+1 = 1
p +1

برهان:

  

lim
n→∞

1p + 2p + 3p +L+np

np+1 = lim
n→∞

1
n

.
1p + 2p + 3p +L+np

np

= lim
n→∞

1
n

.(
1p

np + 2p

np + 3p

np +L+ np

np )

b  بــا فــرض ايـــن�كـــه  = a   و 1 =  اخــتــيــار شـــونـــد،0

  
Δx = b − a

n
= 1

n
 است. بنابراين:
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p   بـه ازاى هـر  [قضـيـه].٣مسـئـلـه
ى  ∈Z+ − 1{ } )�pهـاى�
�هاى صحيح مثبت بزرگ�تـرpصحيح مثبت بزرگ�تر از يك يـا 

مساوى با دو)، همواره:

  
lim
n→∞

(
1

n +1
+ 1

n + 2
+ 1

n + 3
+L+ 1

pn
) = ln(

p
p −1

)

برهان:

  

lim
n→∞

(
1

n +1
+ 1

n + 2
+ 1

n + 3
+L+ 1

pn
)

= lim
n→∞

(
1

n +1
+ 1

n + 2
+ 1

n + 3
+L+ 1

(p −1) + n
)

  

= lim
n→∞

(
1

n(1+ 1
n

)
+ 1

n(1+ 2
n

)
+ 1

n(1+ 3
n

)
+L

+ 1

n((p −1) + n
n

)
)

  

= lim
n→∞

1
n

.(
1

1+ 1
n

+ 1

1+ 2
n

+ 1

1+ 3
n

+L+ 1

(p −1) + n
n

)

b  بــا فــرض ايـــن�كـــه  = a   و 1 =  اخــتــيــار شـــونـــد،0

  
Δx = b − a

n
= 1

n
 است. بنابراين:

(*)   
  

xn = 1
n

.(
1

1+ 1
n

+ 1

1+ 2
n

+ 1

1+ 3
n

+L+ 1

(p −1) + n
n

)

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = 1

n
(f(

1
n

) + f (
2
n

) + f (
3
n

)+L+f (
n
n

 داريم:((

  

f (
k
n

) = 1

(p −1) + k
n

⇒
x= k

n
fx = 1

(p −1) + x

بنابراين:

  

lim
n →∞

(
1

n +1
+ 1

n +2
+ 1

n + 3
+L+ 1

pn
)

= dx
(p −1) + x0

1∫ = ln(p −1+ x)
1

0
= ln(

p
p −1

)

 ثابت كنيد:.٤مسئله
ى 

 
  
lim
n→∞

n

n2 + k2x2
k =1

n

∑ = Arc tan(x)
x

  

lim
n→∞

nx

n2 + k2x2
k =1

n

∑ = lim
n→∞

nx

n2(1+ k2x2

n2 )k =1

n

∑

= lim
n→∞

x
n

1

1+ k2x2

n2
k =1

n

∑ = lim
n→∞

x
n

1

1+ (
kx
n

)2
k =1

n

∑

بـنـا بـر 
  
lim
n→∞

b − a
n

f(a + k(b − a)
n

k =1

n

∑ ) = f (t)dt
a

b

 و بـا∫

bفـــرض ايـــن�كــــه  = x و   a =  اخـــتـــيــــار شــــده�انــــد،0

Δx = b − a
n

= x
n

 است. بنابراين:

           (*)

  

xn = x
n

.(
1

1+ (
x
n

)2
+ 1

1+ (
2x
n

)2
+ 1

1+ (
3x
n

)2
+L

+ 1

1+ (
nx
n

)2
)

از مقايسه�ى (*) با رابطه�ى زير:

  
xn{ } = x

n
(f(

x
n

) + f (
2x
n

) + f (
3x
n

)+L+f (
nx
n

 داريم:((

  

f (
kx
n

) = 1

1+ k2x2

n2

= 1

1+ (
kx
n

)2
⇒

t = kx

n
f (t) = 1

1+ t2

بنابراين:

  

lim
n→∞

x
n

f(
kx
n

)
k =1

n

∑ = f (t)dt
0

x

∫ ⇒ lim
n→∞

x
n

1

1+ (
kx
n

)2
k =1

n

∑

= dt

1+ t2
0

x

∫ = Arc tan(t)
x

0
= Arc tan(x)


