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هاشار
ًدرباره�ى مسابقه�ى آزاد رياضى در كشور كانادا، قبلا

 برهان مطالبى نوشتيم و مسابقه�ى آزاد٤٩در شماره�ى 
 را نيز در آن شماره آورديم. اينك مسائل٢°°°رياضى سال 

 را تقديم شـمـا مـى�كـنـيـم. يـادآورى٢°°٣مسـابـقـه�ى سـال 
 سـاعـت و اسـتــفــاده از٥/٢مـى�شـود كـه مـدت مــســابــقــه 

ماشين�هاى محاسبه در آن غير�مجاز است. مسائل در دو
 سـؤال٨ شامـل A تـنـظـيـم شـده�انـد. بـخـش B و Aبـخـش 

 امتياز اسـت.١٥است�(كه آسان�ترند) و هر سـؤال داراى 
 سؤال هستند و٤ (كه دشوارترند) شامل Bمسائل بخش 

 امتياز دارد.١°هر سؤال 

در كشور
هاى مختل� دنيا

مسابقه�ى آز
اد رياضى در كانادا

مسابقه�هاى رياضى

 هوشنگ شرقى هوشنگ شرقى هوشنگ شرقى هوشنگ شرقى هوشنگ شرقى●
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A B

D C

ابتدا صورت سؤال�ها و سپس پاسخ آن�ها را ملاحظه مى�كنيد.
 g�ÐA

ت و اينا، همگى در يك روز از سال به دنيـاِرَ(، گِ. ج١
آمده�اند. گرت يك سال بزرگ�تر از ج( و اينا دو سال بزرگ�تر

 سال مى�شود.١١٨از گرت است. امسال مجموع سن آن�ها 
گرت چند سال دارد؟

�ها را روى خـطx) بر محـور ٤- و ٢. تصوير نقـطـه�ى (٢
y=xتصوير مى�كنيم. مختصات نقطه�ى آخر چيست؟ 

 و به مركز مبداء مختصات مفروض١. دايره�اى به شعاع ٣
) و در دو جهت١ و °است. دو ذره به طور هم�زمان از نقطه�ى (

مخال(، روى محيط دايره شروع به حركت مى�كنند: يكى از
آن دو در جهت خلاف حركت عقربه�هاى ساعت و با سرعـت

، و ديگرى در جهت حركت عقربه�هاى سـاعـت و بـاVثابـت 
) دو ذره، نخست١ و °. بعد از ترك نقطه�ى (٣Vسرعت ثابت 

 همديگر را ملاقات مى�كنند.Q و سپس در نقطه�ى Pدر نقطه�ى 
 را محاسبه كنيد.Qمختصات نقطه�ى 

,0,1,2  . دو عدد متمايـز از مـجـمـوعـه�ى ٤ 3,4{  به طـور{
تصادفى انتخاب شـده�انـد. احـتـمـال آن�كـه مـجـمـوع آن�هـا از

حاصل�ضربشان بزرگ�تر باشد، چيست؟
 رسم شده است.٦ (شكل زير) به ضلع ABCD. مربع ٥

 نيزD و B و به مركز�هـاى ٦كمان�هايى از دايره�هايى به شـعـاع 
ترسيم شده�اند. مساحت محدوده�ى سايه�زده چه�قدر است؟

⎣a. نماد ٦  به معنى بزرگ�ترين عدد صحيح كوچك�تر يا⎦
5   اســت؛ بــراى مــثــال: aمــســاوى  / 7⎣ ⎦ = 5 ،  4⎣ ⎦ =  و4

  −4 / 2⎣ ⎦ =  را به�دست آوريد به�طورى كهx. همه�ى مقادير 5−
داشته باشيم:

  

3
x

⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+ 4

x

⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥

= 5

 وســط�هـــاىR(10,1)   و P(4,1) ،  Q(7,−8)  . نــقــاط ٧
 هستند. طول شـعـاع ايـن دايـره راC1  شعاع�هـايـى از دايـره�ى 

به�دست آوريد.
,k). تـعـداد سـه�تـايـى�هــاى ٨ l, m)،را بـه�دسـت آوريـد 

 عددهاى طبيعى باشند و:m و l و kبه�طورى كه 

   k + l + m =  و 97
  

4k
5

+ 5l
6

+ 6m
7

= 82

 g�ÐB

. در نمودار زير، عددهاى صحـيـح، بـايـد در دايـره�هـا١
طورى واقع شوند كه مجموع عددهاى واقع در دايره�هاى روى

 شود؛ براى مثال:١٥هر�يك از ده خط راست، مساوى 
   a + g + k = e   و 15 + i =15.

k  ال() اگر  = e   و 2 = ، همه�ى عددهاى مناسـب را در5
دايره�ها قرار دهيد.
k  ب) فرض كنيد  =  غير�مشخص باشد:e و 2

 به�دستe بر�حسب c و b. دستورى براى محاسبه�ى �١ـ ١
آوريد.

 باشد.٥ بايد مساوى e. نشان دهيد، مقدار �١ـ ٢
kج) حال فرض كنيد  = x و xنا�معين باشد. ثابت كنيد كه 

e باشد.٥ هم�چنان بايد مساوى 
 متر٦. انبارى به شكل يك ذوزنقه، با سه ضلع به طول ٢

 متر، مطابق شكل ساخته شده است.١٢و يك ضلع به طول 

ال() اندازه�هاى زواياى داخلى ذوزنقه را به�دست آوريد.
 به ديوار خارجى انبار وصلAب) اگر زنجيرى در نقطه�ى 

k

i

ehg

f

a b

d

c
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C B
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C

D

A

B

H

A
y =

 k

H

( 4, 0)

( 4 , -2)

y

x

-2

Y

C

C2

X

A
P

B

1

 متر باشد و كسى انتهاى زنجير را در دست٨شده و طول زنجير 
بگيرد و حركت كند، حداكثر مساحت محدوده�اى كه مى�تواند

در خارج انبار طى كند، چه�قدر است؟
 داراى وتـرC2   و C1  . ال() در شكل زيـر، دايـره�هـاى ٣

 هستند.ABمشترك 

 انتخابC2   و در خارج دايره�ى C1   روى دايره�ى Pنقطه�ى 
 را به�ترتيـبC2   دايره�ى PB و PAشده است و امتداد خطـوط 

AB   قطع كـرده اسـت. اگـر Y و Xدر نقـاط  = 6 ،  PA = 5،
  PB = AX   و 7  را به�دست آوريد.XY باشد، طول 16=

 مشترك هـسـتـنـد.GH در وتر C4   و C3  ب) دو دايـره�ى 
 انتخاب شـده و امـتـدادC4   و در خـارج C3   روى Qنقـطـه�ى 
W و V را به�ترتيـب در نـقـاط C4   دايـره�ى QH و QGخطـوط 

، طولQقطع كرده است. نشان دهيد كه بدون بستگى به جاى 
VW.همواره مقدارى ثابت است 

x3  . مـعـادلـه�ى ٤ − 6x2 + 5x  داراى ريـشـه�هــاى0=1−
a   است. مقدار c و b و aحقيقى 

5 + b5 + c5.را به�دست آوريد 

 g�Ð qzU�� qŠA

x   فرض كنيم، سن گرت x. اگر سن ج( را ١  و سن1+
x  اينـا  +  خواهد بود. به سادگى و به كمـك فـرض مـسـئـلـه3

مى�توان نوشت:
  x + x +1+ x + 3 = 118 ⇒ 3x = 114 ⇒  x = 38

 سال دارد.٣٩يعنى گرت 
�ها، نـقـطـه�ىx بر مـحـور A(4,−2)  . تصويـر نـقـطـه�ى ٢

  H(4,0) است. اگر تـصـويـر H،بر نيمـسـاز ربـع اول و سـوم 
H′نقطـه�ى  (a, b) باشد، بديهـى اسـت كـه a = bو نيز شيـب 

H ′H است. بنابراين مى�توان نوشت:١ مساوى -

  
mH ′H = b −0

a − 4
= b

a − 4
= −1

  ⇒ b = 4− a ⇒ a = 4− a ⇒ a = 2 ⇒ ′H (2,2)

B) به نقـطـه�ى A. وقتى ذره�ى اول از نقـطـه�ى شـروع (٣

مى�رسد، ذره�ى دوم كه سرعتش سه برابر سرعت آن است، از
270o   و دومى 90o   مى�رسد. (اولـى Bسمت ديگر به نقطـه�ى 

 روىPروى محيط دايره حركت مى�كنند.) بنابراين، نقطـه�ى 
 واقع است. اكنون مـبـدأ حـركـت، نـقـطـه�ىB(0,1)  نقـطـه�ى 

 در همان جهت (خلافV) است و ذره�ى اول با سرعت ° و ١ (
حركت عقربه�هاى ساعت) و ذره�ى دوم نيز در جهت حـركـت
عقربه�هاى ساعت به حركت خود ادامـه مـى�دهـنـد. بـا هـمـان

C(−1,0)   بر نقطه�ى Qاستدلال به سادگى در�مى�يابيم كه نقطه�ى 

قرار دارد.

. تعداد اعضاى فضاى نمونه�ى اين پيشامد تصادفى معادل٤
 شىء است:٥ شىء از ٢تعداد انتخاب�هاى 

  
n(S) =

5

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 10

به سادگى و بدون هيچ محاسبه�اى مى�توان با امتحان كردن
 جفت عدد، عددهايى را كـه در شـرط مـسـئـلـه صـدق١°ايـن 

مى�كنند، تعيين كرد:
  A = (0,1), (0,2), (0, 3), (0,4), (1,2), (1, 3), (1,4){ }

  
⇒  P(A) = n(A)

n(S)
= 7

10

. اگر قطر مربع را رسم كـنـيـم، مـسـاحـت مـحـدوده�ى٥
سايه�زده در شكل ذيل برابر است با مساحت ربع دايره به شعاع

OA = OC منهاى مساحت مثلث قائم�الزاويه�ى ،OAC:
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D

A B

C

S

  
′S = S1 − S2 = 36π

4
− 36

2
= 9(π −2)

اما مساحت محـدوده�اى كـه در شـكـل اصـلـى رسـم شـده
است، دو برابر محدوده�ى شكل بالاست. بنابراين:

  S = 2 ′S =18(π −2)

. اين نخستيـن مـسـئـلـه�ى جـدى در ايـن آزمـون اسـت!٦
⎣x  مـى�دانـيــم كــه:  ⎦ = a ⇔ a ≤ x < a . بـنـابــرايــن اگــر1+

  

3
x

⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥

= k با توجه به فرض ،
  

4
x

⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥

= 5 − kو با توجه به نابرابرى 
فوق داريم:

  
k ≤ 3

x
< k +1,5 − k ≤ 4

x
< 6− k

از جمع كردن دو نابرابرى بالا داريم:

  
5 ≤ 7

x
< 7

و از حل دستگاه نامعادله�هاى فوق (انجام دهيد) داريم:
  1< x <1/ 4 ⇒ x ∈ (1,1/ 4)

٧ .P ،Q و Rهمگى روى محيط دايره�اى هستند كه شعاع 
آن نص( شعاع دايره�ى اصلى است. مركز اين دايره، نقطه�ى

 است. بنابراين،PQRبرخورد عمود�منص(�هاى اضلاع مثلث 
ًمعادله�ى عمود�منص(�هاى دو ضلع از اضلاع اين مثلث (مثلا

PQ و PRرا مى�نويسيم. نقطه�ى برخورد آن�ها، مركز دايره�ى (
 است. فاصله�ى مركز تا يكى از ايـن سـهPQRمحيطى مثلـث 

نقطه، شعاع دايره�ى محيطى مثلث است و شعاع دايره�ى اصلى
دو�برابر شعاع اين دايره.

  
m = −8 −1

7 − 4
=  PQشيب  :3−

  
M(

11
2

,− 7
2

PQوسط : (

  
′m = 1

3
⇒ شيب عمود�منص(: ⇒ PQ

  
y + 7

2
= 1

3
(x − 11

2
) ⇒ x − 3y PQمعادله�ى عمود�منص( :16=

  
m = 1−1

10− 4
PR: وسط PR    N(7,1) :شيب ⇒0=

 تعري( نشده استPR شيب عمود�منص( ⇒

  x PR: معادله�ى عمود منص( 7=

⇒
  

x = 7

x − 3y = 16
⎧
⎨
⎩

⇒ x = 7  ,  y = −3

  o(7, −3) PQR: مركز دايره�ى محيطى مثلث ⇒

  r = op = (7 − 4)2 + (−3 −1)2 = PQRشعاع دايره ى محيطى مثلث :5

  ⇒ R = 2r = 10

٨                                                       .
  

4k
5

+ 5l
6

+ 6m
7

= 82

  
⇒ (k − k

5
) + (l − l

6
) + (m − m

7
) = 82

  
⇒ (l + k + m

97
1 24 34 ) − (

k
5

+ l
6

+ m
7

) = 82

  
⇒ k

5
+ l

6
+ m

7
= 15 ⇒ 42k + 35l + 30m

5 × 6 × 7
= 15

  
⇒ 30(m + l + k

976 74 84
) + 5l +12k

5 × 6 × 7
= 15

  ⇒ 2910+ 5l +12k = 3150⇒ 5l +12k = 240

  
⇒ l = 240−12k

5
= 12(20− k)

5

(5,12)  با توجه به اين�كه  =  بايد مضربl نتيجه مى�شود كه 1
−20   و ١٢ k باشد:٥ مضرب 

  20− k = 5t ⇒ k = −5t + 20>0 ,  l = 12t >0

  ⇒ −5t + 20+12t + m = 97 ⇒ m = 77 − 7t >0

  ⇒ t = 1,2, 3

  سه دسته جواب به�صورت زيـرm و l و kبنابراين، بـراى 
وجود دارد:

)k,l,m()=١٥و١٢و٧٠) يا (١٠و٢٤و٦٣) يا (٥و٣٦و٥٦(

 g�ÐB

k  . ال() معادلات زير از فرض مسئـلـه و فـرض ١ =  و2
  e =  به�دست مى�آيند:5

  a + y = 13,  a + b + c = 15,  c + i = 13,  b = 8,  i = 10,

  c + d = 10,  b + d = 15,  g + h = 10,  f + h = 15,  a + f = 10

(مجموع عددهاى دايره�هاى واقـع بـر يـك خـط راسـت را
نوشته�ايم.)

اكنون به سادگى به كمك نتايج بالا به�دست مى�آيد:
  e = 5,  b = 8,  i = 10,  d = 7,  c = 3,  d = 7,  a = 4,

  g = 9,  h = 1,  f = 14

k  ب) فرض مى�كنيم  =  نامشخص باشد. اين معـادلاتe و 2
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D A

C
H H

B

6

12

6

6

D A

C

F

E B

6

12

1
2 1

6

2

 θ

α

γ

β

به�دست مى�آيند:
  a + g = 13,  b + e = 13,  c + i = 13,  a + b + c = 15,

  e + i = 15,  c + d + e = 15,  b + d = 15,  a + f + e = 15,

  f + h = 15,  g + h + e = 15

اكنون مى�توان نوشت:
  b = 13 − e,    b + d = 15 ⇒13 − e + d = 15

  ⇒ d = 2 + e,       c + d + e = 15 ⇒ c + 2 + e + e = 15

  ⇒ c = 13 − 2e,    a + b + c = 15 ⇒ a +13 − e +13 − 2e = 15

  ⇒ a = 3e −11,     g = 13 − a ⇒ g = 24 − 3e

  i = 13 − c ⇒ i = 2e,   i = 15 − e ⇒ 2e = 15 − e ⇒ e = 5

kج) با فرض  = x:نيز خواهيم داشت 
a + g + x = x + i + c = a + b + c = x + e + b = e + d + c =

  a + f + e = b + d = e + i = g + h + e = f + h = 15

و از تركيب اين معادله�ها داريم:
  b + e + x = 15 ⇒ b = 15 − x − e

  b + d = 15 ⇒ d = 15 − b ⇒ d = x + e

  c + d + e = 15 ⇒ c + x + e + e = 15 ⇒ c = 15 − x − 2e

  a + b + c = 15 ⇒ a +15 − x − e +15 − x − 2e = 15

  ⇒ a = 3e + 2x −15

  ⇒ 3e + 2x −15 + g + x = 15  a + g + x = 15

  ⇒ g = 30− 3e − 3x

  ⇒ x + i +15 − x − 2e = 15 ⇒ i = 2e  ,  x + i + c = 15

  ⇒ 3e = 15 ⇒ e = 5  e + i = 15

A و DH. ال() مطابق شكل، عمودهاى ٢ ′H را بر BC

رسم مى�كنيم. داريم:

  
CH = B ′H = BC − AD

2
= 12 − 6

2
= 3

ABدر مثلث قائم�الزاويه�ى  ′H ضلع ،B ′H نص( وتر AB

CDH∠  است. بنابراين:  = ∠BA ′H =  و در نتيجه:300
  ∠B = ∠C = A∠   و 600 = ∠D = 1200

r   و به شعاع Aب) مطابق شكل ذيل، دايره�اى به مركز  = 8

 قـطـعF را در CD و E را در BCرا رسم مى�كنـيـم. ايـن دايـره 
AE  مى�كند؛ به�طورى كه:  = AF = 8

 را از مساحت٨حال كافى است مساحت دايره�ى به شعاع 
 كم كنيم تا مساحت محدوده�ى مورد نظرADFEBپنج�ضلعى 

به�دست آيد. براى محاسبه�ى مساحت پنج�ضلعى نيز مى�توان
 كم كرد. بـراىCEFمساحت ذوزنقه را از مـسـاحـت مـثـلـث 
اين�كار محاسبات زير را انجام مى�دهيم:

  
ΔABE:

AE
sin B

= 6
sin α

⇒ 8

sin 600 = 6
sin α

  
⇒ sin α =

6 × 3
2

8
⇒ sin α = 3 3

8

  

BE
sinβ

= 6
sin α

 ,  cosα = 1− 27
64

= 37
8

  sinβ = sin(π − α − β) = sin(α + 600)

                                      = sin α cos60+ cosα sin 60

                      
  
= 3 3

8
× 1

2
+ 37

8
× 3

2
= 111

16

  

⇒ BE =

6 × 111
16

3 3
8

= 6 111

6 3
= 37 ⇒ CE = 12 − 37

 داريم:ADFو در مثلث 

  

AD
sin θ

= AF
sin120

= DF
sin γ

⇒ 6
sin θ

= 8

3
2

  
⇒ sin θ = 3 3

8
⇒ θ = α

  ⇒ F2 = E2(F̂2 = 1800 − F̂1 − θ̂,

  Ê2 = 1800 − Ê1 − α̂, Ê1 = F̂1)

  ⇒ CE = CF = 12 − 37

حال مى�توان نوشت:

  
SCEF = 1

2
CE.CF.sin Ĉ
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V

G

H

W

Q

C1

1
2

2

1

3

C4

  
= 1

2
(12 − 37 )2.

3
2

= 3
4

(144 + 37 − 24 37 )

  
= 181 3 − 24 111

4

  
SABCD = 12 + 6

2
× 27 = 27 3

  
⇒ SABEFD = 27 3 − 181 3 − 24 111

4
= 24 111 − 73 3

4

و مساحت مورد نظر برابر است با:

  
S = 64π − 24 111 − 73 3

4
= 256π + 73 3 − 24 111

4

. ال() با توجه به شكل مى�توان نوشت:٣

  

∠XAB + ∠PAB = 1800

∠XAB + ∠XYB = 1800

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒

∠PAB = ∠XYB

∠XPY = ∠APB
⎫
⎬
⎭

⇒

ΔPAB ~ ΔPXY ⇒ PA
PY

= PB
PX

= AB
XY

 ,

  PX = PA + AX = 5 +16 = 21⇒

  

5
PY

= 7
21

= 6
XY

⇒ PY = 15  ,  XY = 18

ب) به نظر مى�رسد كه شكل مسئله تغييرى نـكـرده و فـقـط
(VW)اسامى دايره�ها و نقاط تغيير كرده�اند و مجهول مـسـئـلـه 

 شده است.XYجانشين 

با كمى توجه به شكل و بدون هيچ�گونه محاسبه�اى مى�توان
،C3   در دايره�ى Q̂نتيجه�ى مورد نظر را به�دست آورد. زاويه�ى 

 و در نتيجه مقدار آن ثابـتGHمحاطى و روبه�رو به وتر ثابـت 
 محاطى و روبه�رو بـه وتـرC4   در دايره�ى V1  است و زاويـه�ى 

QVH و در نتيجه مقدار آن ثابت اسـت. در مـثـلـث GHثابـت 

Q̂   برابر است با: H1  زاويه�ى خارجى  + V̂1و در نتيجه مقدار 
)، نيز ثابتVWآن ثابت است. لذا طول وتر مقابل به آن (يعنى 

است.

 ريشه�هاى معادله�ى فوق هستند،cوb و a. ال() چون ٤
پس در آن صدق مى�كنند:

  

a2 ×
b2 ×
c2 ×

a3 − 6a2 + 5a −1= 0

b3 − 6b2 + 5b −1= 0

c3 − 6c2 + 5c −1= 0

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⇒

a5 − 6a4 + 5a3 − a2 = 0

b5 − 6b4 + 5b3 − b2 = 0

c5 − 6c4 + 5c3 − c2 = 0

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

و از جمع معادله�هاى بالا خواهيم داشت:
  a

5 + b5 + c5 − 6(a4 + b4 + c4 )

)١(  + 5(a3 + b3 + c3 ) − (a2 + b2 + c2) = 0

 ضرب و با هـمcوbوaيك�بار هم سه معادله�ى فـوق را در 
جمع مى�كنيم:

  a(a3 − 6a2 + 5a −1) + b(b3 − 6b2 + 5b −1)

  +c(c3 − 6c2 + 5c −1) = 0

  ⇒ a4 + b4 + c4 − 6(a3 + b3 + c3 )

  + 5(a2 + b2 + c2) − (a + b + c) = 0

  ⇒ a4 + b4 + c4 = 6(a3 + b3 + c3 )

  − 5(a2 + b2 + c2) − (a + b + c)

) نتيـجـه١و با جاى�گزين كردن اين مقـاديـر در رابـطـه�ى (
مى�شود:

  (a
5 + b5 + c5 ) − 36(a3 + b3 + c3 )

  + 30(a2 + b2 + c2) + 6(a + b + c)

  +5(a3 + b3 + c3 ) − (a2 + b2 + c2) = 0

  ⇒ a5 + b5 + c5 = 31(a3 + b3 + c3 )

)٢(  − 29(a2 + b2 + c2) − 6(a + b + c)

بار ديگر خود سه�معادله�ى اصلى را هم جمع مى�كنيم:
  (a

3 − 6a2 + 5a −1) + (b3 − 6b2 + 5b −1)

  + (c3 − 6c2 + 5c −1) = 0

  ⇒ a3 + b3 + c3 = 6(a2 + b2 + c2) − 5(a + b + c) + 3

) جاى�گزين مى�كنيم:٢و اين مقدار را در رابطه�ى (
  a

5 + b5 + c5 = 186(a2 + b2 + c2) −155(a + b + c)

  + 93 − 29(a2 + b2 + c2) − 6(a + b + c)

  ⇒ a5 + b5 + c5 = 157(a2 + b2 + c2) −161(a + b + c) + 93

اكنون با توجه به قضيه�ى «وى�يـت» (بـراى آشـنـايـى بـا آن
، از انتشارات١مى�توانيد به كتاب آموزش المپياد رياضى، جلد

مدرسه رجوع كنيد) داريم:
  a + b + c = 6  ,  a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + ac + bc)

  = 36 − 2(5) = 26 ⇒ a5 + b5 + c5 = 157(26) −161(6) + 93

  ⇒ a5 + b5 + c5 = 3209
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