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سه ليوان آب با دماهاى متفاوت را در اختيارتان قرار مى
دهند
و از شما مى
خواهند آن
ها را به ترتيب صعودى دمايشان مرتب
كنيد. بى
درنگ سه انگشت متفاوت خود را به ترتيب در هر ليوان
فرو مى
بريد، درجه حرارت هر كدام را حدس مى
زنيد و سپس

آن
ها را مرتب مى
كنيد.
براى انجام اين آزمايش، در حقيقت از حس لامسه
ى خود
كمك گرفته
ايد. اين
گونه ادراك از محيط پيرامـون خـود را كـه
به
كمك يكى از حواس پنج
گانه به
دست مى
آيد، درك شهودى
مى
ناميم. اگر در اين آزمايش از شما مى
خواستند دماى آب هر
ليوان را به طور دقيق بگوييد، به ابزار قوى
ترى مانند دماسـنـج

نياز داشتيد.
درك شهودى، نوعى استدلال دقـيـق ريـاضـى بـه
حـسـاب
نمى
آيد، بلكه به ما كمك مى
كند تا مسائل رياضى يا روزمره
ى

زندگى را بهتر بفهميم و براى رسيدن به نتيـجـه، حـدس
هـايـى
بزنيم. براى اثبات اين حدس
ها به ابزار قوى
ترى نيـاز داريـم و

آن، انواع استدلال
هاى رياضى است.
انسان به طور فطرى، همواره براى درك اتفاق
هاى پيرامون
خود از شهودش كمك مى
گرفته، اما نكته
ى مهم اين است كه
شهود افراد گوناگون در زمان
هاى متفاوت يكسان نبوده است.
براى مثال در يونان باستان، فيثاغورس و پيروان او، شهودشان
با بقيه
ى مردم متفاوت بود و كروى بودن زمين را باور داشتند،
اما براى آن دليل محكم و منطقى نداشتند. آن
ها با شهود خود،
تنها به دليل اين كه مى
ديدند «وقتى در سفرهاى دريايى يك كشتى
از دور
دست به ساحل نزديك مى
شود، ابتـدا دمـاغـه و سـپـس
بدنه
ى آن بر ساحل
نشينان آشكار مى
شود»، به اين باور رسيده
بودند. پس شهـود افـراد گـونـاگـون، بـه نـوع تـفـكـر، سـطـح
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تحصيلات و حتى نوع كار آن
ها نيز وابسته است. شـهـود يـك
دانشمند، با شهود يك فرد عادى تفاوت
هاى چشم
گيرى دارد.

 براى اثبات اين حكم كه «دو زاويه
ى متقابل بـه
رأسمثال:
با يكديگر برابرند»، ابتدا شكلى به صورت زير رسم مى
كنيم و
بعد از فهم درست حكم از روى شكل، براى آن استدلال دقيق

مى
آوريم.

 است، پس داريم:١٨٠هر زاويه
ى نيم
صفحه برابر با °

  

< o1+ < o3 = 180˚

< o2+ < o3 = 180˚




⇒< o1+ < o3 =< o2+ < o3 ⇒< o1 =< o2

 بدون استفاده از شكل و درك شهودى، اثباتً واقعاتوجه:
اين حكم جذاب و قابل
فهم نيست.

 براى اين كه درك درستى از تعريg دايره پيدا كنيم،مثال:
بهتر است قطعه
اى سيم مفتولى را برداريم و آن را دور يك بطرى
قرار دهيم و دو سر سيم را به هم ببنديـم. سـپـس بـطـرى را از
داخل سيم بيرون مى
آوريم و شكل به
دست آمده را يـك دايـره

مى
ناميم.
با انجام اين كار، دانش
آموزان تفاوت بيـن دايـره و قـرص
(ديسك) را متوجه مى
شوند. درحقيقت يـك قـرص، از يـك
دايره به همراه نقاط داخلش تشكـيـل شـده اسـت. بـه عـبـارت

ديگر، دايره دور يك قرص است.

قرص يا ديسك

 به خط بسته
اى كه دور قرص قرار دارد، دايره گفتهتوجه:
مى
شود.
 براى اثبات اين حكم كه: «اگر وسط
هاى اضلاع يكمثال:

چهارضلعى را به هم وصل كنيم، آن
گاه يك متوازى
الاضـلاع
تشكيل مى
شود»، ابتدا شكلى به اين صورت رسم مى
كنـيـم و
بعد از درك درستى حكم از روى شكل، براى آن استدلال دقيق

مى
آوريم.

٣، B به شهر A براى حل اين مسأله كه: «از شـهـر مثال:
 راه متفاوت وجود دارد. هرگاه٤، C به شهـر Bراه و از شهر 

 راC به شهـر B و از طريق شهر Aشخصى قصد سفر از شـهـر 
داشته باشد، اين كار به چند طريق امكان
پذير است؟» ابتدا شكل
زير را رسم مى
كنيم، سپس با استفاده از اصل ضرب در آناليز

تركيبى، جواب مسئله را به
دست مى
آوريم.

. پس٣×٤=١٢با استفاده از اصل ضرب مى
توان نوشت: 
 راه متفاوت وجود دارد كه آن
ها را به اين صورت مشخص١٢

مى
كنيم:

  

a1, b1 a2, b1 a3 , b1

a1, b2 a2, b2 a3 , b2

a1, b3 a2, b3 a3 , b3

a1, b4 a2, b4 a3 , b4

 دو عدد صحيح مثبت را چنان بيابيد كه حاصل جمعمثال:
 و حاصل ضربشان بيش
ترين مقدار ممكن باشد.١٢آن
ها 

 ابتدا با استفاده از شهـود، سـعـى مـى
كـنـيـم جـفـتحـل:
عددهاى صحيح و مثبتى را پيدا كنيم كه حاصل جمع آن
ها برابر

 باشد. سپس حاصل ضرب هر كدام را پيدا مى
كنيم. از١٢با 
بين اين حاصل ضرب
ها، هر كدام كه از بقيه بيش
تر باشد، دو

عدد مربوط به آن، جواب مسئله هستند.

  

1+11= 12  ;  1×11= 11           4 + 8 = 12  ;  4 × 8 = 32

2 +10= 12  ;  2 ×10= 20           5 + 7 = 12  ;  5 × 7 = 35

3 + 9 = 12  ;  3 × 9 = 27            6 + 6 = 12  ;  6 × 6 = 36

با توجه به حاصل جمع و حاصل ضرب
هاى بالا ملاحظـه
مى
كنيم، هرچه اخـتـلاف دو عـدد كـم
تـر مـى
شـود، حـاصـل
ضربشان بيش
تر مى
شود، تا آن
جا كه وقتى هر دو عدد برابر با
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 باشند، حاصل ضربشان بيش
ترين مقدار را دارد. بنابراين،٦
به
روش شهودى به اين حدس كلى مى
رسيم:

 ولىa كه حاصل جمعشان برابر بـا y و x«دو عدد حقيقـى 
حاصل ضربشان بيش
ترين مقدار ممكن را داشته باشد، برابرند

با: 
  
x = y = a

2
«

مى
توان حدس بالا را به طور دقيق بـه صـورت زيـر ثـابـت
كرد:

x + y = a ⇒ y = a − x

P = xy




⇒ P = x(a − x)

  ⇒ P = x(a − x) = −x2 + ax = −(x2 − ax)

                   
  
= −(x2 − ax + a2

4
− a2

4
) = a2

4
− (x − a

2
)2

در نتيجه داريم:

)١                                                             (
  
P = a2

4
− (x − a

2
)2

 وقتىP درمى
يابيم، بيش
ترين مقـدار١با توجه به رابطه
ى 

به
دست مى
آيد كه: 
  
(x − a

2
)2 = . بنابراين داريم:0

)٢                                                           (
  
x − a

2
= 0⇒ x = a

2

xاز طرفـى  + y = a ى
 ملاحظـه٢؛ پس با توجه به رابطـه

مى
كنيم كه 
  
y = a

2
 بيش
ترين مقدار ممكنP. درنتيجه، وقتى 

را دارد كه داشته باشيم:

  
x = y = a

2

vKO¦Lð ‰ôb²Ý«

براى بسيارى از تصميم
گيرى
ها يا نتيجه
گيرى
ها در زندگى
روزمره، از يك ضرب
المثل يا يك بيت شعر استفاده مى
كنيـم

كه مشابهتى با رويداد پيش
آمده دارد. براى مثال:
اگر بخواهيم كسى را به صبر و حوصـلـه تـشـويـق كـنـيـم،

مى
گوييم: گر صبر كنى ز غوره حلوا سازى!
اگر ديگران شرايط فردى را درك نكـرده و نـتـيـجـه
گـيـرى
نادرستى از عملكرد او داشته باشند، مى
توان به آن
ها گفت:

هر كسى از ظن خود شد يار من
از درون من نجست اسرار من

وقتى مبحث آمار را مطالعه مى
كنـيـم، بـراى تـفـهـيـم ايـن
موضوع كه يك نمونه تصادفى همه
ى خاصيت
هاى جامـعـه
ى
آمارى را دارد، از ضرب
المثل «مشت نمونه
ى خروار است»،

پس نمونه بيانگر جامعه است، استفاده مى
كنيم.
استدلال تمثيلى يا مقايسه
اى، در حقيـقـت يـافـتـن نـوعـى
مشابهت بين دو يا چند مفهوم است. به عبارت ديگر، اساس

استدلال تمثيلى، نوعى شباهت است.
 استدلال تمثيلى، نوعى اسـتـدلال دقـيـق ريـاضـىتذكـر:

محسوب نمى
شـود، زيـرا مـحـدوديـت
هـايـى دارد. ايـن نـوع
استدلال فقط در ايجاد يك زمينه
ى شهودى براى درك بسيارى

از مفاهيم و اثبات
هاى رياضى به ما كمك مى
كند.
 در برابرى❐ وقتى از دانش
آموز مى
خواهيم به جاى مثال:

  

3
2

= 9
    

 عدد مناسب قرار دهد، مبناى استـدلال دانـش
آمـوز

اين است كه چون صورت كسر سه برابر شده است، پس مخرج
هم مشابه صورت بايد سه برابر شود تا اين
كه تنـاسـب بـرقـرار

 را قرار مى
دهد.٢×٣=٦ عدد ❐باشد. درنتيجه، به جاى 
a   و عدد حقيقى n براى هر عدد طبيعى مثال: ≠ ، داريم:0

  

1
an = a−n مشابه با اين فرمول، وقتى .n،عدد طبيعى نباشد 

a  از اين فرمول هم استفاده مى
شود. براى مثال، با فرض  ≠ 0

داريم:

  

1

a
5 = 1

a
1

5

= a
−1

5

 براى محاسبه
ى حاصل عبارت
هاى جبرى به كمكتوجه:
اتحاد، از استدلال تمثيلى استفاده مى
كنيم!

 همه
ى دانش
آموزان با مثلث قائم
الزاويه و رابطـه
ىمثال:
فيثاغورس در آن از دوره
ى راهنمايى آشنا هسـتـنـد. رابـطـه
ى

فيثاغورس چنين است:
 داريم:ABCدر مثلث قائم
الزاويه
ى 

  b
2 = a2 + c2

با استفاده از اين رابطه و به كمك استدلال تمثيلى، مى
توان
قطر مكعب مستطيل را محاسبـه كـرد. فـرض كـنـيـد مـكـعـب

 ❐

A

B C

c

a

b
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A

 داريم و مى
خواهيـم قـطـر آن را٥ و ٤
، ٣مستطيلـى بـه ابـعـاد 
محاسبه كنيم:

A′چون مثلث  ′D ′C در رأس ′Dالزاويه است، پس
 قائم
مى
توان رابطه
ى فيثاغورس را بـراى آن، بـه كـمـك اسـتـدلال

تمثيلى، چنين نوشت:

  

′A ′C 2 = ′A ′D 2 + ′D ′C 2 ⇒ ′A ′C 2 = 32 + 52 = 34

⇒ ′A ′C = 34

Aهم
چنين مثـلـث  ′A ′C در رأس ′A،الزاويه اسـت
 قائم
پس مى
توان رابطه
ى فيثاغورس را براى آن به كمك اسـتـدلال

تمثيلى چنين نوشت:

  

A ′C 2 = A ′A 2 + ′A ′C 2 ⇒ A ′C 2 = 42 + ( 34)2 = 40

⇒ A ′C = 2 10

v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«

برخى از رياضى
دانان بزرگ، وقتى به
درستـى قـانـونـى تـا
حداكثر بيست حالت پشت سر
هم پى مى
بردند، آن را به صورت
يك حكم كلى بيان مى
كردند. از اين
رو، تـا مـيـانـه
هـاى قـرن
هفدهم ميلادى، با استفاده از استدلال استقرايى، حكـم
هـاى
بسيارى در رياضيات، به
ويژه در شاخه
ى نظريه
ى اعداد روى

هم انباشته شده بودند كه يك نمونه را ذكر مى
كنيم:
م)، رياضى
دان فرانسوى و از١٥٨٨
ـ ١٦٤٨ (مارن مرسن

 بـود. او مـعـتــقــد بــود، عــدددكــارتدوسـتـان صـمــيــمــى 
  Mn = 2n ٣
، ٢ به ازاى عددهاى اول 1− ،
٥ ،
٧ ،
١٣ ،
١٧،


١٩ ،
٣١ ،
٦٧ ،
 عددى اول، و بـه ازاى بـقـيـه
ى٢٥٧ و ١٢٧
، عددى مركب است. اين٢٥٧عددهاى طبيعى كوچك
تـر از 

،nعدد به «عدد مرسن» معروف است. در صورتى كه به جاى 
عددهاى اول ياد شده را قرار دهيم، عددهاى مرسن بـه دسـت

مى
آيند:
  n = 2 ⇒ M2 = 22 −1= 3

  n = 3 ⇒ M3 = 23 −1= 7

  n = 5 ⇒ M5 = 25 −1= 31

  n = 7 ⇒ M7 = 27 −1= 127

    

n = 13 ⇒ M13 = 213 −1= 8191

M

  n = 257 ⇒ M257 = 2257 −1

مرسن چند اشتباه صادقانه داشت. ابتدا اين
كه او به خـطـا
M67  تصـور كـرد،  = 267 M257   و 1− = 2257  عددهايـى1−

M61  اول هستند. ديگر اين
كه  = 261 M89   و 1− = 289  و1−

  M107 = 2107  را جزو اعداد اول به حساب نياورده بود.1−
همان
طور كه ملاحظه مى
كنيد، بعضى از رياضى
دانـان بـا
بهره
گيرى از استدلال استقرايى (استقراى ناقص)، حكم
هايى
را صادر مى
كردند كه در حالت كلى درست نبودند، زيرا آن
ها
با بررسى آزمايش
هاى محدودى به يك نتيجه
ى كلى مى
رسيدند
و مى
دانيم كه چنين نتيجه
هايى ممكن است با يك مثال نـقـض

باطل شوند.
استدلال استقرايى، به طور معمول، با مقايسه
ى مشاهده
ها
و نتيجه
هاى ناشى از آزمايش
هايى محدود آغاز مى
شود. سپس
نتيجه
ى اين آزمايش
ها را به همه
ى پديده
هاى مـشـابـه تـعـمـيـم
مى
دهند. استدلال استقرايى، اثبات دقيق رياضـى مـحـسـوب
نمى
شود، زيرا مجموعه
ى مشاهدات ما همواره محدود است
و نمى
توانيم آزمايش را روى همه
ى پديده
ها انجام دهيم. فقط
روش خوبى براى حدس زدن است و براى اثبات درسـتـى ايـن

حدس، بايد از اصول استقراى رياضى استفاده كرد.
 حاصل عبارت زير را با روش استدلال اسـتـقـرايـىمثـال:

حدس بزنيد:
    A = 2 + 6 +10+L+(4n − 2)

ابتدا مجموع جملات را محاسبه مى
كنيم:
  n = 1:  2 = 2 ×1= 2 × (12)

  n = 2:  2 + 6 = 8 = 2 × 4 = 2 × (22)

  n = 3:  2 + 6 +10= 18 = 2 × 9 = 2 × (32)

  n = 4:  2 + 6 +10+ (4 × 4 − 2) = 32 = 2 ×16 = 2 × (42)

n  در حالتى كـه  = ، مى
توان حدس زد كه مجموع پـنـج5
2   برابر با Aجمله
ى عبارت  ×  است، زيرا:٥° يا (52)

  n = 5:  2 + 6 +10+14 +18 = 50= 2 × 25 = 2 × (52)

 را محاسبـهA جمله
ى عبـارت nبنابراين، هرگاه مجمـوع 
2  كنيم، حاصل آن  × (n2):است؛ يعنى داريم 

)١                    (    A = 2 + 6 +10+L+(4n − 2) = 2 × (n2)

براى آن
كه درستى حدس خود را ثابت كنيم، بايد ابتدا اصل
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استقراى رياضى را مطالعه كنيم. سپس با استفاده از آن، درستى
 را بررسى مى
كنيم.١رابطه
ى 

 الگوى زير را در نظر بگيريد::١فعاليت 
  74 × 3 = 222

  74 × 6 = 444

الg) بدون محاسبه، حاصل سطر زير را ابتدا حدس بزنيد
و سپس مقدار آن را محاسبه كنيد.

=٧٤×١٢
ب) آيا حدس شما درست بود؟

ج) با چه نوع استدلالى حدس زده
ايد؟
د) حاصل سطر زير را حدس بزنـيـد، سـپـس مـقـدار آن را

محاسبه كنيد.
=٧٤×٢٤

هـ) آيا حدس شما درست بود؟
و) از قسمت
هاى بالا چه نتيجه
اى مى
گيريد؟

حل:
 اسـت، پـس حــاصــل٤٤٤ دو بـرابــر ٢٢٢الـg) چــون 

،٤٤٤، عددى است كه هر رقم آن دو برابر رقم
هاى ٧٤×١٢
 است.٨٨٨يعنى 

ب) بله، زيرا:
  74 ×12 = 74 × (6 × 2) = (74 × 6) × 2


                            = 444 × 2 = 888

ج) استدلال استقـرايـى، زيـرا بـراسـاس مـجـمـوعـه
اى از
مشاهدات جزئى به نتيجه
اى كلى رسيديم.

، عددى٧٤×٢٤د) مانند پاسخ مرحله
ى الـg، حـاصـل 
١٦١٦١٦ يعنـى ٨٨٨است كه هر رقم آن دو بـرابـر رقـم
هـاى 

است.
هـ) خير، زيرا:

  74 × 24 = 74 × (12 × 2) = (74 ×12) × 2

    
                   = 888 × 2 = 1776

و) استدلال استقرايى بـراسـاس مـجـمـوعـه
اى مـحـدود از
مشاهدات است؛ بنابراين استدلال دقـيـق ريـاضـى مـحـسـوب
نمى
شود. همان
طور كه ملاحظه مـى
كـنـيـد، حـدس مـا بـراى

مرحله
ى «د» درست نيست.
 به حاصل
ضرب
هاى زير توجه كنيد::٢فعاليت 

  203 ×122 = 24766

  221× 302 = 66742

 را به
دست آوريد.٣١٢×١٢١الg) حاصل 
 را حدس بزنيد.٢١٣×١٢١ب) حاصل 

 را به دست آوريد. آيا حدس شمـا٢١٣×١٢١ج) حاصل 
درست بود؟

 را به
دست آوريد.٢١٤×١٣٢د) حاصل 
 را حدس بزنيد.٤١٢×٢٣١هـ) حاصل 
 را به دست آوريد. آيا حدس شـمـا٤١٢×٢٣١و) حاصل 

درست بود؟ چرا؟ توضيح دهيد.
 در الگوى زير، حاصل سطر چهارم را حـدس:٣فعاليت 

بزنيد. براى حدس خود از چه استدلالى استفاده كرده
ايد؟
  121 = 11

  12321 = 111

  1234321 = 1111

  123454321 = ?

 الگوى زير را در نظر بگيريد::٤فعاليت 
٣٧ × ١٨ = ٦٦٦
٣٧ × ٢١ = ٧٧٧
٣٧ × ٢٤ = ٨٨٨

٣٧ × ٢٧؟ = 
٣٧ × ٣٠؟ = 

الg) مقدار سطر چهارم را بدون محاسبه حدس بزنيد.
ب) با چه نوع استدلالى حدس زده
ايد؟

پ) حاصل سطر چهارم را به دست آوريد. آيا حدس شما
درست بود؟

ت)حاصل سطر پنجم را ابتدا حدس بزنيد و سپس مـقـدار
آن را به دست آوريد.

آيا حدس شما درست بود؟ چرا؟
 الگوى زير را در نظر بگيريد::٥فعاليت 

٦١ × ٢ = ١٢٢
٦١ × ٤ = ٢٤٤

٦١ × ٨؟ = 
٦١ × ١٦؟ = 

الg) بدون محاسبه، سطر سوم الگو را حدس بزنيد.
ب) مقدار سطر سوم را محاسبـه كـنـيـد. آيـا حـدس شـمـا

درست بود؟
پ) از كدام استدلال براى حدس مقدار سطر سوم استفاده

كرده
ايد؟
ت) حاصل سطر چهارم را حدس بزنيد، سپس مقدار آن را

محاسبه كنيد. آيا حدس شما درست بود؟

ادامه دارد…


