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فرض كنيد، مى�خواهيم اندازه�ى مساحت زيرمنـحـنـى بـه
f  معادلـه�ى  (x) = x2 x  ها را از خـط x و محور 1+  تا خـط0=

٢=x.با تقريب محاسبه كنيم 
 مى�ناميم. براى اين كار،Aاندازه�ى مساحت مورد نظر را 

سطح زير منحنى را به مستطيل�هـاى مـحـيـطـى و مـحـاطـى بـا
 تقسيم مى�كنيم.٢و١عرض�هاى مساوى، مانند شكل�هاى 

 را[0,2]  به طورى�كه در شكل�ها ملاحظه مى�كنيد،بـازه�ى 
به چهار قسمت مساوى تقسيم كرده�ايم.

 مستطيل�ها٢، مستطيل�ها محيطى و در شـكـل ١در شكل

محاطى�اند و عرض هر مستطيل 
  

1
2

، مجموع١ است. در شكل
مساحت�هاى مستطيل�هاى محيطى، از مسـاحـت سـطـح زيـر

، مجموع٢منحنى بيشتر است (تقريب اضـافـى) و در شـكـل 
مساحت�هاى مستطيل�هاى محـاطـى از مـسـاحـت سـطـح زيـر

منحنى كمتر است (تقريب نقصانى).
: مجموع مساحت�هاى مستطـيـل�هـاى مـحـيـطـى راتذكـر

U)بالاريمان 
n
f)و مجموع مساحت�هاى مستطيل�هاى محاطى 

L)را پايين ريمان 
n
f)مى�گوييم. در قسمت�هاى بعد، در اين�باره 

بحث مفصلى خواهيم داشت. در محاسبه�ى بالاريمان (تقريب
اضافى) طول هر مستطيل در هر بازه برابر ماكزيمم مطلق تابع
و در محاسبه�ى پايين ريمان (تـقـريـب نـقـصـانـى)، طـول هـر
ًمستطيل در هر بازه برابر مى�نيـمـم مـطـلـق تـابـع اسـت. مـثـلا

دربازه�ى 
  
[
1
2

 و١f)�( با توجه به شكل، ماكزيمم مطلق تابع [1,

مـى�نـيـمـم مـطـلـق تـابــع 
  
f (

1
2

 اسـت. حـال بـه ادامـه�ى حـل(

y

x

O

1

0 1 1
2

3 2
2

y

x

O

1

0 1 1
2

3 2
2
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مى�پردازيم:

  

2 −0
4

= 1
2

=عرض هر مستطيل

  
Unf = 1

2
f (

1
2

) + f (1) + f (
3
2

) + f (2)





 واحد مربع                   
  
= 1

2
(
5
4

+2 + 13
4

+ 5) = 5 / 75

  
Lnf = 1

2
f (0) + f (

1
2

) + f (1) + f (
3
2

)





       واحد مربع               
  
= 1

2
(1+ 5

4
+2 + 13

4
) = 3 / 75

بنابراين:
A�٧٥٫٣> مساحت سطح زير منحنى=�>�٧٥٫٥

 را به جاى چهار قسمت مساوى، بـه[0,2]  چنانچه بـازه�ى
هشت قسمت مساوى تقسيم و مانند محاسبات بالا عمل كنيم،

خواهيم داشت:
  Unf = 5 اندازه�ى تقريب اضافى مساحت�ها=1875/

  Lnf = 4 اندازه�ى تقريب نقصانى مساحت�ها= 1875/
١٨٧٥٫٤ >A>�١٨٧٥٫٥بنابراين: 

 را به جاى هشت قسمت مساوى به هشتاد[0,2]  اگر بازه�ى 
قسمت مساوى يا به هشتصد قسمت مساوى تقسيم كنيم، آن�گاه
مقادير عددى تقريب اضافى مساحت�ها و تـقـريـب نـقـصـانـى
مساحت�ها خيلى به�هم نزديك خواهد شد. چـنـانـچـه بـازه�ى

 را به سمتn قسمت مساوى تقسيم كنيم، سپس n را به [0,2]  
 مجموع تقريب نقصانى مساحت�هـاّ ميل دهيم، آن�گاه حـد∞

برابر حد مجموع تقريب اضافى مساحت�ها و برابر سطـح زيـر
منحنى خواهد شد.

 اندازه�ى سطح زير منحنى به معادلـه�ى .١مثال
  
f (x) = 1

x

 با تقريـب اضـافـى وx=٢ تا خـط x=١ها را از خـط xو محـور 
 بيابيد.n=٤تقريب نقصانى براى 

 حل:
  

2 −1
4

= 1
4

= عرض هر مستطيل

  
Unf = 1

4
f (1) + f (

5
4

) + f (
6
4

) + f (
7
4

)



 اندازه�ى تقريب اضافى مساحت�ها=

 واحد مربع
  
= 1

4
(1+ 4

5
+ 4

6
+ 4

7
) =0/ 76

  
Lnf = 1

4
f (

5
4

) + f (
6
4

) + f (
7
4

) + f (2)



 اندازه�ى تقريب نقصانى مساحت�ها=

 واحد مربع
  
= 1

4
(
4
5

+ 4
6

+ 4
7

+ 1
2

) =0/ 63

/0>  پس:  /0   اندازه�ى سطح زير منحنى= 76 63 < A

، مجموع اندازه هاىf(x)=sinx در تابع با ضابطه�ى .٢مثال
,0]  بالاريمان و پايين�ريمان را دربازه�ى  π] ٦ براى=n.بيابيد 

 دربازه�ى f(x)=sinx تابع با ضابطه�ى حل:
  
[0,

π
2

 صعودى[
اكيد و نامنفى است، بنابراين مجموع بالاريمان و پايين�ريمـان

را دربازه�ى 
  
[0,

π
2

 محاسبه و دوبرابر مى�كنيم.[

y

xO 51
4

7 2
4

6
4

y

xO 51
4

7 2
4

6
4

y

xO π
6 23

π π

y

xO π
6 23

π π
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عرض هر مستطيل
  
∆x = π −0

6
= π

6

  
Unf = 2 × ∆x f(

π
6

) + f (
π
3

) + f (
π
2

)





                        
  
= 2 × π

6
(
1
2

+ 3
2

+1) = (3 + 3 )π
6

  
Lnf = 2 × ∆x f(0) + f (

π
6

) + f (
π
3

)





                          
  
= 2 × π

6
(0+ 1

2
+ 3

2
) = (1+ 3 )π

6

f   در تابع با ضـابـطـه�ى .٣مثـال (x) = 1− x2مجمـوع ،
 بيابيد.n=٨ براى [1,1−]  بالاريمان و پايين�ريمان را در بازه�ى 

 نمودار اين تابع يك نيم�دايره به مركز مبدأ مختصاتحل:
 است.١و شعاع 

 كه تابـع[0,1]  مجموع بالاريمان، پايين�ريمـان را دربـازه�ى
نزولى اكيد و نامنفى است، محـاسـبـه و آن�گـاه آن را دوبـرابـر

مى�كنيم.

عرض هر مستطيل 
  
∆x = 1− (−1)

8
= 2

8
= 1

4

  
Lnf = 2 × ∆x f(

1
4

) + f (
2
4

) + f (
3
4

) + f (1)





             
  
= 2(

1
4

)( 1− 1
16

+ 1− 4
16

+ 1− 9
16

+0)

 
  
= 1

2
(

15
16

+ 12
16

+ 7
16

) = 1
2

(
15
4

+ 2 3
4

+ 7
4

)

      واحد مربع 
  
−̃ 1

2
(0/ 97 +0/ 87 +0/ 66) =1/ 24

  
Unf = 2 × ∆x f(0) + f (

1
4

) + f (
2
4

) + f (
3
4

)





                                 
  
= 2(

1
4

)(1+ 15
4

+ 2 3
4

+ 7
4

)

واحد مربع 
  
−̃ 1

2
(1+0/ 97 +0/ 87 +0/ 66) =1/ 74

                                                                  
اگر  تابع با ضابطه�ى.٤مثال

  
f (x) =

2       x =0

1       x ≠ 0




 مفروض

                                                                  

اگر

 است. مجموع بالاريمان و پايين�ريمان اين تابع در بازه�ى
-] را تعيين كنيد.٢٬٢[

n=nج) براى n=٩ب) براى n=٨الh) براى 

حل:

 واحد مربع
    
Lnf = ∆x(1+1+1+L+1

8
1 244 344 ) = 1

2
(8) = 4

واحد مربع 
  
Unf = ∆x(1+1+1+2 +2 +1+1+1) = 1

2
(6 + 4) = 5

ها يك ضلـعyتوجه فرماييد، در دو مستطيلـى كـه مـحـور 
 است.٢آن�هاست، ماكزيمم مطلق تابع در هريك برابر 

؛�عرض هر مستطيل n=٩ب) 
  
∆x = 2 − (−2)

9
= 4

9

 واحد مربع
    
Lnf = ∆x(1+1+1+L+1

9
1 244 344 ) = 4

9
(9) = 4

 
  
Lnf = ∆x(1+1+1+1+2 +1+1+1+1) = 4

9
(10) = 40

9

واحد مربع

 فرد باشد:n؛اگر n=nج) 
  
∆x = 4

n

 واحد مربع
    
Lnf = ∆x(1+1+1+L+1

n
1 244 344 ) = 4

n
(n) = 4

y

xO 1
4 44

0 2 3 1

y

xO 1
4 44

0 2 3 1

y

x0 2-2

1

2
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Unf = ∆x(1+1+1+L+1+2

n−1
1 244 344 ) = 4

9
(n +1) = 4(n +1)

9

واحد مربع

 زوج باشد: nاگر 
  
∆x = 4

n

 واحد مربع
    
Lnf = ∆x(1+1+1+L+1

n
1 244 344 ) = 4

n
(n) = 4

 
    
Unf = ∆x(1+1+1+L+1

n−2
1 244 344 +2 +2) = 4

n
(n +2) = 4(n +2)

n

واحد مربع

 جملهnمجموع 

  

a
i=p

n

∑ = (n − p +1)a       n, p ∈ N    ,   a ≠ 0 )�١

  
a

i=1

n

∑ = an       n ∈ N    ,   a ≠ 0 )�٢

    
i

i=1

n

∑ =1+2 + 3+L+n = n(n +1)
2 )�٣�

  
ki = k i

i=1

n

∑
i=1

n

∑       k ∈ |R    ,   k ≠ 0 )�٤

    
i2

i=1

n

∑ =12 +22 + 32+L+n2 = n(n +1)(2n +1)
6 )�٥

    
i3

i=1

n

∑ =13 +23 + 33 +L+n3 = n2(n +1)2

4 )�٦

f  . در تابع با ضابطه�ى ١مثال (x) = 5x ، مطلوب است2−

محاسبه�ى 
  

f (
i
n

)
i=1

n

∑.

حل:

  
f (

i
n

) = (
5i
n

−2) =
i=1

n

∑
i=1

n

∑ 5i
n

− 2 = 5
n

i − 2
i=1

n

∑
i=1

n

∑
i=1

n

∑
i=1

n

∑

  
= 5

n
× n(n +1)

2
−2n = 5

2
(n +1) −2n = 5n + 5 − 4n

2
= n + 5

2

f   در تابع با ضـابـطـه�ى .٢مثـال (x) = 6x2 + ، مطلـوب3

است محاسبه�ى 
  

f (
i
n

)
i=1

n

∑.

حل:

  
f (

i
n

) = (
6i2

n2 + 3) =
i=1

n

∑
i=1

n

∑ 6i2

n2 + 3 = 6
n2 i2

i=1

n

∑
i=1

n

∑
i=1

n

∑ + 3n

  
= 6

n2 × n(n +1)(2n +1)
6

+ 3n = (n +1)(2n +1)
n

+ 3n

  
= 2n2 + 3n +1+ 3n2

n
= 5n2 + 3n +1

n

f   در تابع با ضابطـه�ى .٣مثال (x) = 6x2 + 4xمطلوب ،

است محاسبه�ى 
  
lim
n→∞

1
n

f(
i
n

)
i=1

n

∑.

 ابتدا حل:
  

f (
i
n

)
i=1

n

 محاسبه مى�كنيم.٢ را مانند مثال∑

  
f (

i
n

) = (
6i2

n2 + 4i
n

) =
i=1

n

∑
i=1

n

∑ 6i2

n2 + 4i
n

i=1

n

∑
i=1

n

∑

  
= 6

n2 i2

i=1

n

∑ + 4
n

i
i=1

n

∑ = 6
n2 × n(n +1)(2n +1)

6
+ 4

n
× n(n +1)

2

  
= (n +1)(2n +1)

n
+2(n +1) = 4n2 + 5n +1

n

حال 
  
lim
n→∞

1
n

f(
i
n

)
i=1

n

 را محاسبه مى�كنيم.∑

  
lim
n→∞

1
n

(
4n2 + 5n +1

n
) = lim

n→∞

4n2 + 5n +1
n2 = 4

U¼ÅÊUL¹— ŸuL−�

، تابعى پيوسته وy=f(x)فرض مى�كنيم تابع با ضابـطـه�ى 
 نامنفى و صعودى اكيد بـاشـد. مـى�خـواهـيـم[a,b]در بازه�ى 

ها، در فاصله�ىxاندازه�ى سطح زير نمودار تابع را با مـحـور 
 به�طور دقيق محاسبه كنيم.x=b و x=aدو خط 

 مستطيل محيطى وnبراى اين كار، سطح زير منحنى را به 
yمحاطى تقسيم بندى مى�كنيم.

xa=x x0 1 x2 xn-1 xn=b...

تقريب اضافى

١شكل
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به طورى�كه در شكل�ها ملاحظه مى�كنيـد، هـرچـه تـعـداد
مستطيل�ها زيادتر شود، مجموع مساحت�هاى مستطـيـل�هـاى

[a,b]محيطى و محاطى، به اندازه�ى سطح زير منحنى دربازه�ى 

نزديك�تر خواهد شد.

x∆اگر  = b − a
n

[a,b]، عرض مستطيل�ها باشد، بـازه�ى 

داراى تقسيمات زير است:

در قسمت پايين خط، اسم نقطه�ها و در قسمت بالاى خط،
طول نقطه�ها نوشته شده است.

=مجموع مساحت�هاى مستطيل�هاى تقريب نقصانى

    
∆x f(x0) + f (x1) + f (x2)+L+f (xn−1)( ) = ∆x f(xi−1)

i=1

n

∑
=مجموع مساحت�هاى مستطيل�هاى تقريب اضافى

    
∆x f(x1) + f (x2) + f (x3 )+L+f (xn )( ) = ∆x f(xi )

i=1

n

∑
مجموع مساحت�هاى مستطيل�هاى تقريب نقصانى را پايين
ريمان و مجموع مساحت�هاى مستطيل�هاى تقريب اضافى را

بالاريمان گويند.
در اين مثال:

  
∆x f(xi−1)

i=1

n

= مجموع پايين�ريمان∑

 
  
∆x f(xi )

i=1

n

 = مجموع بالاريمان∑

 در بـازه�ىfدر حالت كلى، اگـر مـاكـزيـمـم مـطـلـق تـابـع 

  [xi−1, xi f(u را با [
i
 را در اين بازه بـاf و مى�نيمم مطلـق تـابـع (

f (li  نشان دهيم، آن�گاه:(

y

xx =a x0 1 x2 xn-1 xn=b...

f

a b

x0 x1 x2 x3 xi-1 xi xn-1 xn

a+∆x a+2∆x a+3∆x a+(i-1)∆x a+i∆x a+(n-1)∆x

..... .....

  
∆x f(li )

i=1

n

 =مجموع پايين ريمان∑

  
∆x f(ui )

i=1

n

 =مجموع بالاريمان∑

به دو شكل زير توجه كنيد:

 صعودى اكيد باشـد،fبنابراين مى�توان نوشت، اگر تابـع 
آن�گاه:

                                                                        

 مجموع بالاريمان     

  

                  = ∆x f(ui )
i=1

n

∑ = ∆x f(xi )
i=1

n

∑

                  = ∆x f(li )
i=1

n

∑ = ∆x f(xi−1)
i=1

n

∑













                                                                                        

 مجموع پايين ريمان

 نزولى اكيد باشد، آن�گاه:fاگر تابع 
                                                                          

مجموع بالا ريمان

  

                    = ∆x f(ui )
i=1

n

∑ = ∆x f(xi−1)
i=1

n

∑

                     = ∆x f(li )
i=1

n

∑ = ∆x f(xi )
i=1

n

∑













                                                                               

مجموع پايين ريمان

Cاگر 
i

,xi−1]   نقطه�ى دلخواهى در بازه ى  xi  باشد، آن�گاه:[

  
∆x f(ci )

i=1

n

 =مجموع ريمان∑

xixi-1

f(l )=f(x )i if(u )=f(x   )i i-1

xixi-1

f(u )=f(x )i i

f(l )=f(x   )i i-1

تقريب نقصانى

٢شكل


