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ستمى محمد هاشم ر●

د جبرى ـ مختصاتىد هندسى �و رويكررويكر
ش هندسهدر آموز

هاشار
يكى از مهم! ترين پيوندها و اتصال!ها در همه!ى رياضيات، اتصال و پيوند بين هندسه و جبر است.

NCTM از استانداردهاى موضوعى

در اين شماره نيز اين اتصال و پيوند را در فضاى سه بعدى بررسى مى!كنيم.

ضمن بررسى رويكرد هندسى، رويكرد جبرى ـ مختصاتى در آموزش هندسه، برخى از راهبردهاى مهـم نكته�ى مهم:
براى حل مسئله!هاى هندسه مانند «تحديد يا كوچك!كردن مسئله، مسئله را حل شده فرض مى!كنيم، چگونگى به!كارگيرى
مكان!هاى هندسى، انواع روش!هاى حل يك مسئله، …» را مطرح مى!كنيم. در ضمن لازم است گفته شود، مسئله!هايى

 ـمختصاتى حل مى!كنيم، كليدى هستند و از كتاب!هاى هندسه!ى  ٢ و هندسه!ى١را كه با دو رويكرد هندسى و رويكرد جبرى 
انتخاب شده!اند تا دانش!آموزان بتوانند مسئله!هاى ديگر اين كتاب!ها را به!راحتى با اين دو رويكرد حل كنند.
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P و صفحه!ى دل!خواه Lبراى يك خط دل!خواه  .١١مسئله�ى 

 بگذرد، باA ، آيا خطى وجود دارد كه از Aو نقطه!ى دل!خواه 
P موازى باشد و بر Lعمود شود؟ بنابر وضعيت!هاى متفاوت 

، چند جواب وجود دارد؟L و A ،Pبين 
 روى خطAمسئله را در حالتى كلى حل مى!كنيم كه نقطه!ى 

L و صفحه!ى P نباشد و خط L هم غيرموازى با صفحه!ى Pو 
غيرعمود بر اين صفحه باشد.

ش هندسىال2) حل با رو
براى حل اين مسئله از راهبرد «مسئلـه را حـل شـده فـرض
مى!كنيم»، استفاده مى!كنيم؛ راهبردى بسيار مهم و كارامد براى
حل مسئله!ها، به!ويژه مسئله!هاى هندسه. در اين راهـبـرد، بـا
حل شده در نظر گرفتن مسئله، ويژگى!هايى از آن را استخراج
و از آن!ها براى حل مسئله استفاده مى!كنيم. اينك به اين راه!حل

توجه كنيد:
 جواب مسئله است؛dفرض مى!كنيم مسئله حل شده و خط 

P مى!گذرد، با صـفـحـه!ى Aيعنى خطى است كـه از نـقـطـه!ى 

A از نـقـطـه!ى d عمـود اسـت. چـون خـط Lموازى و بـرخـط 

 موازى است، پس در صفحه!اى مانندPمى!گذرد و با صفحه!ى 
′P قرار دارد كه از نـقـطـه!ى A به مـوازات صـفـحـه!ى Pرسـم 

مكان هندسى خط�هايى كه از يك نقطهمى!شود. زيرا مى!دانيم، 
به موازات يك صفحه رسم مى�شوند، يك صفحه اسـت كـه از

آن نقطه به موازات آن صفحه رسم مى�شود.

 عمـودL مى!گذرد و بـر خـط A از نقطـه!ى dاز طرفى خـط 
A قرار دارد كه از نقطـه!ى P′′است، پس در صفحه!اى ماننـد 

مكان هندسـى رسم مى!شود. زيرا مى!دانـيـم، Lعمود بر خـط 
خط�هايى كه از يك نقطه عمود بر يك خط رسم مى�شوند، يك

صفحه است كه از آن نقطه عمود بر آن خط رسم مى�شود.
 راP′ صفحه!ى Aبنابراين، براى حل مسئله، از نقـطـه!ى 

P′′ صفحه!ى A  و سپس از همين نقطه!ى  Pموازى صفحه!ى 

 رسم مى!كنيم. فصل مشترك اين دو صفحهLرا عمود بر خط 
نيز مى!گذرد.A ، جواب مسئله است كه از نقطه!ى dخط 

P′′ و P′جواب مسئله فصل مشترك دو صفحه!ى بحث: 

 مى!گذرد. پس وضعيت اين دو صفحه،Aاست كه از نقطه!ى 
معيـن!كـنـنـده!ى وجـود جـواب و تـعـداد جـواب اسـت. چـون

 مى!گذرند، يعـنـىA هر دو از نقـطـه!ى P′′ و P′صفحه!هـاى 
حداقل يك نقطه!ى مشترك دارند، پس دو حالـت مـنـطـبـق يـا
متقاطع مى!توانند داشته بـاشـنـد. در حـالـت انـطـبـاق، تـعـداد
جواب!هاى مسئله بى!شمار است، يعنى بى!شمـار خـط وجـود

 موازى است و برP مى!گذرد، با صفحه!ى Aدارد كه از نقطه!ى 
 عمود است (شكل الg) و در حالت متقاطع، مـسـئـلـهLخط 

 است (شكل ب).dجواب يكتايى دارد كه همان خط 

′P و ′′P وقتى برهم منـطـبـق!انـد كـه L و Pبر هـم عـمـود 
 متقاطع خواهند بود.P′′ و P′باشند. در غير اين صورت، 

بحث در وجود جواب  تعداد جواب!هاى مسئله نكته:
را مى!توان به روش ديگرى نيز انجام داد. بدين ترتيب

 وL، خـط Aكه حالت!هاى متـفـاوتـى را كـه نـقـطـه!ى 
 نسبت به هم مى!توانند داشته باشند، در نظرPصفحه!ى 

بگيريم. اين حالت!ها عبارت!اند از:

 روىAنـقـطــه!ى  .١
،L بـاشـد و خــط Lخـط 

 و غيرعمودPغيرموازى با 
 باشد.Pبا 

 متمايزاند و در يـكP′′ و P′در اين حالت دو صفـحـه!ى 
 (جواب مسأله) است، متقاطع هستند.dخط كه همان خط 

(ب)

(ال2)
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P موازى با صفـحـه!ى L و خط L روى خط A نقطـه!ى .٢

باشد. در اين حالت، مسئله تنـهـا يـك جـواب دارد، زيـرا دو
 متمايز و متقاطع!اند.P′′ و P′صفحه!ى 

P عمود بر صفـحـه!ى L و خـط L روى خط A نقطـه!ى .٣

باشد. در اين حالت، مسئله بى!شـمـار جـواب دارد، زيـرا دو
 برهم منطبق!اند.P′′ و P′صفحه!ى 

L و P غيرعمود بر L و خط P روى صفحه!ى A نقطه!ى .٤

P بر صفحه!ى P′ باشد. در اين حالت، صفحه!ى Pموازى با 

 متمايز و متقاطـع!انـد.P′′ و P′منطبق است و دو صفـحـه!ى 
پس تنها يك خط جواب مسئله است.

P موازى صفحه!ى L و خط P روى صفحه!ى A نقطه!ى .٥

باشد. در اين حالت، مسئله تنـهـا يـك جـواب دارد، زيـرا دو
 بـرP′صفحـه!ى ( متمايز و مـتـقـاطـع!انـد P′′ و P′صفحـه!ى 
 منطبق است).Pصفحه!ى 

 عمود بر صفحه!ىL و خط P روى صفحه!ى A نقطه!ى .٦
P باشد. در اين حالت، دو صفحه!ى ′P و ′′P بر صفحه!ى P

منطبق!اند و  مسئله! بى!شمار جواب دارد. يعنى هر خطى كه از
A در صفحه!ى P.رسم شود، جواب مسئله است 

 قرار داشتـهP هر دو روى صفحه!ى L و خـط A نقطه!ى .٧
باشند. در اين حالت، مسئله تنـهـا يـك جـواب دارد، زيـرا دو

 است.٥ متمايزند. اين حالت شبيه حالت P′′ و P′صفحه!ى 
P روى صفحه!ى L و خط P خارج صفحه!ى A نقطه!ى .٨

واقع باشند. در اين حالت، مسئله تنها يك جـواب دارد، زيـرا
 متمايز و متقاطع!اند.P′′ و P′دو صفحه!ى 

 باشند.P و هر دو روى صفحه!ى L روى خط A نقطه!ى .٩
در اين حالت نيز مسئله تنها يك جواب دارد، زيرا دو صفحه!ى

′P و ′′P صفحه!ى ( متمايز و متقاطع!انـد′Pروى صفحه!ى P

قرار دارد).

اگر حالت ديگرى نيز وجود دارد، آن را مشخص نكته:
كنيد و براى مجله!ى برهان متوسطه بفرستيـد. در كـدام

 كه تنها جواب مسئله است، برdحالت ممكن است خط 
 كه در فرض مسئله داده شده است، منطبق باشد؟Lخط 

اگر چنين حالتى وجود دارد، با ذكر دليل، آن را بنويسيد.
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ش جبرى ـ مختصاتىب) حل با رو
 با بردارهاى يكـه!ىO-xyzدستگاه مختصات دكارتى قائـم 

  
r
i ،  

r
j و   

r
k،را در نظر مى!گيريم. فرض مى!كنيم در اين دستگاه 

A   به مختصات Aنقطه!ى  = (x0, y0, z0) خط ،L:به معادله!ى 

  
L:

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r
 به معادله!ىP و صفحـه!ى 

  ax + by + cz + d  خطىA باشد. مى!خواهيم از نقـطـه!ى 0=
 هم عمود باشد.L موازى و بر خط Pرسم كنيم كه با صفحه!ى 

مى!دانيم مكان هندسى خط!هايى كه از يك نقطـه مـوازى يـك
صفحه رسم مى!شوند، صفحه!اى است كه از آن نقطه، موازى آن

 مى!ناميم و معادله!ى آن راP′صفحه رسم مى!شود. اين صفحه را 
مى!نويسيم. مى!دانيم، معادله!ى تمام صفحه!هاى موازى صفحه!ى

P  به صورت كلى   ax + by + cz + ′d  است. براى تعيين(1) 0=
 مى!گذرد، بايد مختصـاتA  كه از نقطه!ىP′معادله!ى صفحه!ى 

اين نقطه در معادله!ى بالا صدق كند. يعنى داشته باشيم:

)١در (                                                          
  A = (x0, y0, z0)         → ax0 + by0 + cz0 + d =0

  ⇒ ′d = −(ax0 + by0 + cz0)

 موازىA كه از نقطـه!ى P′بنابراين، معادله!ى صفـحـه!ى 
 رســـــم مـــــى!شـــــود، بـــــه صـــــورتPصـــــفـــــحـــــه!ى 

  ′P :ax + by + cz − (ax0 + by0 + cz0)  است.(2) 0=
از طرفى، مكان هندسى خط!هايى كه از يك نقطه عمـود بـر
يك خط رسم مى!شوند، صفحه!اى است كـه از آن نـقـطـه بـر آن

 مى!ناميم. مى!دانـيـم،P′′خط عمود مى!شود. اين صـفـحـه را 
مـــعـــادلـــه!ى تـــمـــام صـــفـــحـــه!هــــايــــى كــــه بــــر خــــط

  
L:

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r
 عمود مـى!شـونـد، بـه صـورت

  px + qy + rz + ′′d  اسـت، زيـرا بـردار نــرمــال ايــن(3) 0=
 يـــعـــنـــىLصـــفـــحـــه!هـــا، هـــمـــان بـــردار هـــادى خـــط 

V ′′P

→
= VL

→
= (p, q, r)است. براى تعيين معادله!ى صفحه!اى 

A  از اين مجموعه صفحه كه از نقطه!ى  = (x0, y0, z0)،مى!گذرد 
) صدق كند. داريم:٣ در معادله!ى (Aبايد مختصات نقطه!ى 

                                                          
)٣در (

  A = (x0, y0, z0)         → px0 + qy0 + rz0 + ′′d =0

  ⇒ ′′d = −(ax0 + by0 + cz0)

  ⇒ ′′P :px + qy + rz − (px0 + qy0 + rz0) =0  (4)

d كـه آن را خـط P′′ و P′فصـل مـشـتـرك دو صـفـحـه!ى 

 نيز مى!گذرد، جواب مسئله است كـهAمى!ناميم و از نقطـه!ى 
معادله!ى آن به صورت زير است:

  
d:

ax + by + cz − (ax0 + by0 + cz0) =0

px + qy + rz − (px0 + qy0 + rz0) =0




 را بهdدر صورت لزوم مى!توان معادله!ى خـط   نكته:
صورت كانونيك درآورد.

در قسمت!هاى قبل رويكرد هـنـدسـى، نكته�ى بسيار مـهـم:
رويكرد جبرى ـ مختصاتى گفتيم، چگونگى انتخاب دسـتـگـاه
مختصات، در ساده!تر شدن يا مشكل!تر شدن حل مسئله نقـش!
بسزايى دارد و اين مطلب را با ذكر نمونه!هايى نشان داديـم. در
مورد اين مسئله نيز روش حل بيان شده!ى جبرى ـ مختصاتى را
در حالت كلى در نظر گرفتيم. حال اگر دسـتـگـاه مـخـتـصـات

 به عنوان صفحه!ىPدكارتى را چنان در نظر بگيريم كه صفحه!ى 
xoyمـخـتـصـات بـاشــد  (شــكــل). بــا فــرض از دسـتــگــاه 
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  A = (x0, y0, z0) و 
  
L:

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r
 معـادلـه!ى

 رسم مى!شود،P موازى صفحه!ى A كه از نقطه!ى P′صفحه!ى 
z  به صورت  = z0  كه از نقطه!ىP′′ و معادله!ى صفحه!ى (1) 

A عـمــود بــر خــط Lرسـم مـى!شــود، بــه هــمــان صــورت 
  px + qy + rz − (px0 + qy0 + rz0)  خواهد بـود. در(2)  0=

P′′ و P′، فصل مشترك دو صفحه!ى dنتيجه، معادله!ى خط 

 نيز مى!گذرد، به صورت زير خواهد بود:Aكه از نقطه!ى 

  
d:

′P :

′′P :

z = z0

px + qy + rz − (px0 + qy0 + rz0) =0




         dمعادله�ى كانونيك 
  

⇒ d:
x

−q
=

y − px0 + qy0

q
P

z = z0










 ـمختصاتى را در چند حالت اينك مثال!هايى از روش جبرى 
بررسى مى!كنيم.

A  نــــقـــــطـــــه!ى      :     ١مــــثـــــال  = (1,2,  ،      خـــــط(1−

  
L:

x −2
3

= y +1
−1

= z
2

P:x   و صـفــحــه!ى   −2y + z − 3 =0

Aداده شده!اند. معادله!ى خطـى را بـنـويـسـيـد كـه از نـقـطـه!ى 

 عمود است.L موازى و بر خط Pمى!گذرد، با صفحه!ى 
 مشخص اسـت كـهP و صفحه!ى Lاز معادلـه!ى خـط  حل:

دستگاه مختصات قائم در نظر گرفته شده در اين مسئله، حالت
كلى دارد. بنابراين، محاسبات براى حل مسئله، حالت كـلـى
دارد، كم و ساده نيست. بنابراين، براى حل مسئله، معادله!هاى

P′′ رسم مى!شود) و P موازى صفحه!ى Aكه از ( P′صفحه!ى 

 رسم مى!شود) را مى!نويسيم و فصل مشتركL عمود بر A(كه از 
آن!ها را كه جواب مسئله است، پيدا مى!كنيم. داريم:

  P:x −2y + z − 3 =0⇒ VP

→
= (1, −2,1)

  ⇒ V ′P

→
= VP

→
= (1, −2,1)

  A = (1,2, −1) ∈ ′P

  ⇒ ′P :a(x − x0) + b(y − ′y0) + c(z − z0) =0

  ⇒ 1(x −1) −2(y −2) +1(z +1) =0⇒ ′P :x −2y + z + 4 =0

  
L:

x −2
3

= y +1
−1

= z
2

⇒ VL

→
= (3, −1,2) = V ′′P

→
,

  A = (1,2, −1) ∈ ′′P

  ⇒ ′′P :3(x −1) −1(y −2) +2(z +1) =0

  ⇒ ′′P :3x − y +2z +1=0

   معادله�ى خط خواسته شده 
  
⇒ d:

x −2y + z + 4 =0

3x − y +2z +1=0




 را به دستdدر صورتى كه بخواهيم معادله!ى كانونيك خط 
آوريم، بايد معادله!ى دو صفـحـه!ى مـصـور ايـن خـط روى دو

صفحه!ى مختصات را به دست آوريم.
(صفحه!هاى مصور يك خط، سه صفحه هستند كـه بـر آن
خط مى!گذرند و بر صفحه!هاى مختصات عمودند). خواهيـم

داشت:

  

′P :

′′P :

x −2y + z + 4 =0

3x − y +2z +1=0




−2 ′P + ′′P =0⇒ x + 3y − 7 =0  (1)

  − ′P +2 ′′P =0⇒ + 5x + 3z −2 =0  (2)

  
(1) ⇒ x = −3y + 7   (3), (2) ⇒ x = −3z +2

5
  (4)

  
(3), (4) ⇒ x = − 3y − 7

1
= −3z +2

5

  

⇒ x =
y − 7

3

− 1
3

=
z − 2

3

− 5
3

⇒ x
3

=
y − 7

3
−1

=
z − 2

3
−5

P′، فصل مشترك دو صفحه!ى dمعادله!ى كانونيك خط 

 كه جواب مسئله است.P′′و 

A  نـــــقــــــطــــــه!ى  .٢مـــــثــــــال  = (0,  و خــــــط(2,1−

  
L:

x +1
2

= y
3

= z −1
4

P:z   و صـفـحــه!ى   داده شـده!انـد.0=
 مى!گذرد، با صفحه!ىA معادله!ى خطى را بنويسيد كه از نقطه!ى

P موازى و بر خط L.عمود است 
به طورى كه ديده مى!شود، در اين مسئله، صفحه!ى حل:

P بر صفحـه!ى xoy از دستگاه مختصات قـائـم o-xyzدر فضـا 
منطبق است: بنابراين، محاسبه!ها و به!طور كلى راه!حل مسئله
ساده!تر خواهد بود. براى حل اين مسئله، معادله!ى صفحـه!ى

′P را كه از A به موازات صفحه!ى Pرسم مى!شود، هم!چنين 
 رسمL عمود بر خط A را كه از نقطه!ى P′′معادله!ى صفحه!ى 

مى!شـود، مـى!نـويـسـيـم و فـصـل مـشـتـرك آن!هـا را بـه دسـت
مى!آوريم. داريم:

  A = (0, −2,1) ∈ ′P ⇒ ′P :z = z0 ⇒ z =1

  VL

→
(2, 3,4) = V ′′P

→
⇒ ′′P :2(x −0) + 3(y +2) + 4(z −1) =0

  ⇒ ′′P :2x + 3y + 4z +2 =0

  
⇒ d:

z =1

2x + 3y + 4z +2 =0




⇒ 2x + 3y + 4(1) +2 =0

  
⇒ 2x + 3y + 6 =0⇒ 2x = −3(y +2) ⇒ x

−3
= y +2

2

  

⇒ d:
x

−3
= y +2

2
z =1







، كه جواب مسئله استdمعادله!ى كانونيك خط 
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مـعـادلـه!ى خـطـى را بـنـويـسـيـد كـه از نـقـطـه!ى .٣مـثـال 
  M = P:z   به موازات صفحه!ى (2,2,2)  رسم مى!شود و بر0=

خط 
  
L:

x = y −2

z =1




 عمود است.

 بر صفحـه!ىPبه!طورى كه ديده مى!شود، صفحـه!ى  حل:
xoy) منطبق است   z  و خط) استxoy معادله!ى صفحه!ى 0=

L نيز موازى صفحه!ى P:است، زيرا داريم 

  VP

→
= (0,0,1),  VL

→
= (1,1,0) ⇒ VP

→
.VL

→
=0+0+0=0

⇒ VP

→
− VL

→
⇒ L

→
| | P

 موازىM  را كه از نقطـه!ىP′اكنون معادله!ى صـفـحـه!ى 
 رسم مى!شود، مى!نويـسـيـم. سـپـس مـعـادلـه!ىPصفـحـه!ى 
 رسـم مـى!شـودL عـمـود بـر خــط M را كـه از P′′صـفـحـه!ى 

 راP′′ و P′مى!نويسيم و معادله!ى فصل مشترك دو صفحه!ى 
 جواب مسئله است، به دست مى!آوريم.dكه خط 

  V ′′P

→
= VL

→
= P′   و  (1,1,0) :z = z0 ⇒ ′P :z = 2

  ′′P :1(x −2) +1(y −2) +0(z −2) =0⇒ ′′P :x + y − 4 =0

  

⇒ d:
z = 2

x + y − 4 =0




⇒ d:
x = y − 4

−1
z = 2







مـعـادلـه!ى خـطـى را بـنـويـسـيـد كـه از نـقـطـه!ى .٤مـثـال 
  A = P:z   مـوازى صـفـحــه!ى (1,2,4)  و عـمـود بــر خــط0=

  
L:

x = 2

y = 3




 باشد.

 ازxoy  منطبق بر صفحه!ى P در اين مسئله، صفحه!ى حل:
 يا درP  عمود بر صفحـه!ى L  و خط o-xyz دستگاه مختصات 

 است.xoy اين مسئله، عمود بر صفحه!ى 

 موازىA  را كـه از P′براى حـل، مـعـادلـه!ى صـفـحـه!ى 
P′′  رسم مى!شود، هم!چنين معادله!ى صفـحـه!ى P صفحه!ى 

 رسم مى!شود، مى!نويسيم وL  عمود بر خط  A را كه از نقطه!ى 
، فصل مشترك آن!ها را، به دست مى!آوريم.d خط 

داريم:
  ′P ||P,  A = (1,2,4) ∈ ′P ⇒ ′P :z = 4   (1)

  L
→

| | P:VL

→
= (0,0,1),  VP

→
= (0,0,1) ⇒ VL

→
| |VP

→

  ⇒ L
→

| | P ⇒ ′′P :0(x −1) +0(y −2) +1(z − 4) =0

  ⇒ ′′P :z − 4 =0⇒ ′′P :z = 4   (2)

 برهـمP′′ و P′به!طورى كه ديده مى!شود، دو صفـحـه!ى 
 در ايـن دوAمنطبق هستند. بنابراين، هر خطى كه از نقـطـه!ى 

صفحه!ى منطبق برهم مى!گذرد، جواب مسئله اسـت. يـعـنـى
مسئله بى!شمار جواب دارد.

براى تعيين معادله!ى يك خط دل!خواه از اين مجموعه خط،
كافى است مختصات يك نقطه!ى دل!خواه از صفحه!ى مشترك

′P و ′′Pرا به دست آوريم و آن!گاه معادله!ى خط گـذرنـده از 
 را بنويسيم. براى مثال داريم:A اين نقطه و نقطه!ى

  A = B   و(1,2,4) = (0,0,4) ∈ ′P = ′′P

  

⇒ AB:
x −1
0−1

= y −2
0−2

= z − 4
4 − 4

⇒ AB = d1:
x −1
−1

= y −2
−2

z − 4 =0







  

⇒ d1:
x = y

2
z = 4





 و اينك يك جواب ديگر:
  A = C   و (1,2,4) = (3,1,4) ∈ ′P = ′′P

  

⇒ AC:
x −1
3 −1

= y −2
1−2

= z − 4
4 − 4

⇒ AC:
x −1

2
= y −2

−1
z − 4 =0







  

⇒ AC = d2:
x −1

2
= y −2

−1
z = 4







با همين روش، معادله!ى خط!هاى ديگر جواب مسئـلـه را
مى!توان به دست آورد.


