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       المپياد

هاى مختل" جهانمسائل مسابقات رياضى در كشور

ياضىر
گسلاوى سابقدر يو

كشـور يـوگـسـلاوى
هم�چون بيشـتـر كـشـورهـاى شـرق

قاره�ى اروپا، همواره از پيشگامان المپيادهاى رياضى بوده
، المپيادهاى رياضى منطـقـه�اى در ايـن١٩٥°است. از سـال  

 نيز مسابقه�ى سراسرى١٩٦°كشور سامان داده شد و از سـال 
رياضى در چهار مرحله (مدرسه، منطقه، جمهورى�ها و سراسر

 اين كشـور بـه١٩٦٣كشور) در آن برگـزار مـى�شـود. از سـال 
المپياد بين�المللى رياضى پيوست و براى تعيين تيم نهايى شركت
كننده در المپياد بين�المللى، مرحله�اى ديگر نيز به مراحل فوق
افزوده شد. با اين مقدمات، واضح است كه سطح آزمون�هاى
المپيادهاى داخلى اين كشور، بايد قابل قبول باشد و سؤالات
آن�ها مسائل خوبى باشند و همين�طور هم هست. با نگاهى بـه
آرشيو مسائل رياضى، المپيادها و مـسـابـقـات ريـاضـى و نـيـز
نشريات رياضى كه در اين كشور منتشر مى�شوند، بـه درسـتـى

ايـــن مـــوضـــوع پـــى
مى�بريم. با توجه به اين
مـــوضـــوع بـــر آن شـــديــــم،
نمونه�هايى از مسـائـل مـرحـلـه�ى نـهـايـى

 را در اين١٩٨٦المپياد رياضى اين كشور در سـال 
شماره، همراه با راه�حل آن�ها، بياوريم.

لازم به يادآورى است، كشور يـوگـسـلاوى در سـال�هـاى
 دو بار ميزبان المپياد رياضى بوده و در سال�هاى١٩٦٧ و ١٩٧٧
 (قبل از فروپاشى و تجزيه) مقام�هاى خوبى در١٩٩٩ تا ١٩٥٩

اين رقابت�ها به دست آورده است. پس از تجزيه نيز كشورهاى
جدا شده از آن يعنى صربستان، كروواسى، اسلوونى، مقدونيه
 ـهرزگوين، در المپيادهاى رياضى فعالانه شركت داشته بوسنى 

 ميزبانى اين رقابت�ها را برعهده٢°°٦و كشور اسلوونى در سال 
داشته است. در صورتى كه به مسائل المپيادهاى رياضـى ايـن
كشورها نيز دست�رسى پيدا كنيم، در شماره�هاى آينده از آن�ها

نيز استفاده خواهيم كرد.



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز١٩
٢  شمـــاره	ى	

١٣٨٨مستانز

.................................................................................. مسائل
n ثابت كنيد مى�توان بى�نهايت مقدار براى .١ ∈  |Nپيدا كرد كه به ازاى هر كدام از آن�ها، هر يك از عددهـاى  n،

  n n   و 1+  به صورت مجموع مجذورهاى دو عدد درست باشند.2+

AB داشته باشيم: ABCD  ثابت كنيد اگر براى چهارضلعى محدب.٢ + BD ≤ AC + CD آن وقت   AB ≤ AC

2m2   داشته باشيـم: n و m ثابت كنيد اگر براى عددهاى طـبـيـعـى .٣ + m = 3n2 + n آن�وقت عددهـاى m − n،
  2m +2n 3m   و 1+ + 3n  مجذورهاى عددهاى درستى هستند.1+

 هميشه داريم:c و a،b ثابت كنيد براى عددهاى حقيقى و مثبت .٤
   

  

a3

a2 + ab + b2 + b3

b2 + bc + c2 + c3

c2 + ca + a2 ≥ 1
3

(a + b + c)

 را طورى انتخاب كرده�ايم كـه داشـتـهC نقطه�ى AD و روى قطـر B، نقطـه�ى AD روى محيط دايره�اى به قـطـر .٥
AB=CDباشيم: 

 از يك نقطه مى�گذرند.C و ارتفاع رأس B، ميانه�ى رأس A، نيم�ساز رأس ABC       ثابت كنيد در مثلث 

f:|R هـــمـــه�ى تـــابـــع�هــــاى صــــعــــودى .٦ →|Rرا طـــورى بـــيـــابـــيـــد كـــه در اتـــحــــاد زيــــر صــــدق 
f  كنند: (x + f (y)) = f (x + y) +1   (x, y ∈  |R)

.............................................................................................

 ابتدا نشان مى�دهيم بى�شمار عدد طبيعى مربع كامل بـه.١
2k2  فـرم   و…) وجـود دارد. سـپـس�٢٨٩، �٩، ١ (مانـنـد 1+

درباره�ى ارتباط اين مسئله با مسئله�ى اصلى مى�گوييـم، بـراى
اين موضوع  در واقع بايد ثابت كنـيـم كـه مـعـادلـه�ى سـيـالـه�ى

  x
2 = 2y2  دارد. به سادگى مى�توانN| بى�شمار جواب در 1+

,x0)  نشان داد، اگـر  y0) يعنى:( يك جواب اين معادله بـاشـد
  x0

2 −2y0
2 2x0   آن�گــاه ()1= + 3y0 3   وx0 + 4y0(نـيــز يــك 

جواب اين معادله است، زيرا:
  (3x0 + 4y0)2 −2(2x0 + 3y0)2 = 9x0

2 +16y0
2 +24x0y0

  −2(4x0
2 +9y0

2 +12x0y0) = x0
2 −2y0

2 =1

x  براى مثال مى�دانيم،  = y   و 3 =  يك جواب معادله است.2
x   پـس = 3 × 3 + 4 ×2 y   و 17= = 2 × 3 + 3 ×2  نـيـز 12=

289  يك جواب معادله است و در نتيجه  =172 = 2(12)2 +1.
لذا مى�توان از هر جواب اين معادله جوابى ديگر نيـز بـه دسـت

آورد. در نتيجه، بى�شمار عدد مـربـع
2k2  كامل به صورت   توليد كرد.1+

اكنون با توجه به اين نتيجه، مى�توان
پاسخ مسئله را به سادگى داد.

n  عدد طبيـعـى  +1= x2 = 2y2  را در نظر مى�گيـريـم.1+
n   و در نتيجه بى�شمار y  وx مطابق نتيجه�ى فوق بى�شمار  به1+

2y2  صورت   داريم. حال عددهاى قبل و بعد از اين عدد را1+
ببينيم:

  n = 2y2 = y2 + y2

  n +1= 2y2 +1= x2 = x2 + (0)2

  n +2 = x2 +1= x2 + (1)2

چنان�كه مى�بينيم، هر سه�ى اين عددها به صورت مجموع
مجذورهاى دو عدد درست نوشته شده�اند.

x  در حـالـت كـلـى، مـعـادلـه�ى سـيـالــه�ى 
2 − dy2  را1=

حل مسائل
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 مى�نامند. به نظـر مـى�رسـد كـه نـخـسـتـيـن بـار١معـادلـه�ى پـل
لرد برانـكـو از اين معادلـه نـام بـرده اسـت. الـبـتـه ارشمـيـدس

(رياضى�دان انگليسى قرن هفدهم)، يـك روش بـراى حـل آن
 نيز در سال�هاى بعـدلاگرانژ و واليس، فرمـاارائه داده است. 

كارهايى روى اين معادله انجام دادند. در نظريه�ى اعداد ثابت
 كه مجذور كامـلd شده است، اين معادله به ازاى هـر مـقـدار

نباشد، بى�شمار جواب دارد.

 اثبات با برهان خلـl انـجـام مـى�شـود. يـعـنـى فـرض.٢
ABمى�كنـيـم  > ACدر آن صورت مطابق شكـل در مـثـلـث .

ABC :داريم (I)  α > β + θ

و از تركيب اين نابرابرى با فرض مسئله نتيجه مى�شود:
AC + CD ≥ AB + BD

AB > AC




(II) داريـم: CBD در نتيجه، در مـثـلـث  θ ≥ α + γاز .
 نتيجه مى�شود:(I) مقايسه�ى اين نابرابرى با نابرابرى

  α > β + α + γ ⇒ β + γ < 0

از نادرستى اين نتيجه�ى آخر، درستى حكم ثابت مى�شود.

 فرض مسئله را به صورت زير تغيير مى�دهيم:.٣

  2m2 + m −2n2 − n = n2 ⇒ 2(m2 − n2) + (m − n) = n2

  ⇒ (m − n)(2m +2n +1) = n2

m))  حال اگر فـرض كـنـيـم كـه  − n), (2m +2n +1)) = d

خواهيم داشت:

  m − n = kd,  2m +2n +1= ′k d ⇒

  
k ′k d2 = n2 ⇒ d2 n2 ⇒ d n

dهم�چنين واضح است،  m − n :و در نتيجه d m

بنابراين:
  d m,  d n ⇒ d 2m +2n

m))  بــا تــوجــه بــه ايــن�كـــه  − n), (2m +2n +1)) = d،
  d 2m +2n d   و از مقايسه با 1+ 2m +2n نتيجه مى�شود   d1

d  در نتـيـجـه:  m) بنـابـرايـن: 1= − n) 2)   وm +2n +1)

. يعنىn2  نسبت به هم اول�اند و حاصل�ضرب آن�ها مـسـاوى 
مجذور كامل است. پس هر دوى آن�هـا بـايـد مـجـذور كـامـل

باشند.
نينچ ار ضرف ىـربارب تسا ىفاك ،دعب تـمسق تابثا ىارب

:ميهد رييغت
  2m2 + m = 3n2 + n ⇒

  3m2 − 3n2 + m − n = m2 ⇒ 3(m2 − n2) + (m − n) = m2

  ⇒ (m − n)(3m + 3n +1) = m2

mو چـون  − n و   m2هر دو مربـع كـامـل هـسـتـنـد، پـس 
  3m + 3n  نيز مربع كامل است.1+

 با استدلال بازگشتـى و بـه صـورت زيـر، درسـتـى ايـن.٤
نابرابرى اثبات مى�شود:

  

a3

a2 + ab + b2 + b3

b2 + bc + c2 + c3

c2 + ca + a2 =

  

a(a2 + ab + b2) − ab(a + b)

a2 + ab + b2 + b(b2 + bc + c2) − bc(b + c)

b2 + bc + c2

  
+ c(c2 + ca + a2) − ca(c + a)

c2 + ca + a2

  
= a − ab(a + b)

a2 + ab + b2 + b − bc(b + c)

b2 + bc + c2 +

  
c − ca(c + a)

c2 + ca + a2 ≥ 1
3

(a + b + c)

  
⇒ ab(a + b)

a2 + ab + b2 + bc(b + c)

b2 + bc + c2 + ca(a + c)

c2 + ca + a2

  
≤ 2(a + b + c)

3

اكنون اين نابرابرى را به سه نابرابرى متـقـارن زيـر تـجـزيـه
مى�كنيم:

CD ≥ BD

β



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢١
٢  شمـــاره	ى	

١٣٨٨مستانز

  

ab(a + b)

a2 + ab + b2 ≤ a + b
3

bc(b + c)

b2 + bc + c2 ≤ b + c
3

ca(a + c)

c2 + ca + a2 ≤ a + c
3















(از جمع اين سه نابرابرى، نابرابرى فوق اثبات مى�شود)
اكنون كافى است درستى يكى از اين سه نابرابرى را به روش

بازگشتى اثبات كنيم:

  

ab(a + b)

a2 + ab + b2 ≤ a + b
3

⇒ a2 + ab + b2 ≥ 3ab

  ⇒ a2 −2ab + b2 ≥0⇒ (a − b)2 ≥0

كه به دليل بازگشت�پذيرى همه�ى مراحل، درستـى حـكـم
ثابت مى�شود.

 شكل زير را مطابق مفروضات مسئله رسم مـى�كـنـيـم..٥
 درCH و ارتفاع BE، ميانه�ى AFبراى اثبات همرسى نيم�سـاز 

ADكمك مى�گيريم. چـون  ٢، از «قضيه�ى سه وا»ABCمثلث 

AB̂D  قـطـر دايـره اسـت،  =  و ازCH||BD و در نـتـيـجـه 90°
 كمك مى�گيريم:ABDقضيه�ى تالس در مثلث 

AH
BH

= AC
CD

 داريم:ABCهم�چنين به كمك قضيه�ى نيم�سازها در مثلث 
BF
CF

= AB
AC

= CD
AC

AE ميانه است، پس BEو چون  = CE:و بنابراين 

  

AH
BH

× BF
CF

× CE
EA

= AC
CD

× CD
AC

× AE
AE

=1

 از يك نقطـهCH و BE ،AFو طبق عكس قضيه�ى سـه�وا،
مى�گذرند.

x در تساوى فوق .٦ = −y:قرار مى�دهيم 

  f (−y + f (y)) = f (0) +1

f  و چون  (0)  تابعf  مقدارى ثابت است و با توجه اين�كه1+
y−ثابت نيست، پس بايد  + f (y):مقدارى ثابت باشد 

−y + f (y) = k ⇒ f (y) = y + k ⇒

f (x) = x + k

x  با قرار دادن  f   در اين رابطه نتيجه مى�شود: 0= (0) = kو 
f  يا  (x) = x + f x   و اگر در اين رابـطـه (0) = f  قرار دهيـم،(0)

نتيجه مى�شود:

  f (f (0)) = f (0) + f (0) = 2f (0)  (I)

x  و اگر در رابـطـه�ى اولـيـه  = y  قرار دهـيـم، نـتـيـجـه0=
مى�شود:

  f (f (0)) = f (0) +1 (II)

 نتيجه مى�شود:II  و I و از مقايسه�ى روابط

  2f (0) = f (0) +1⇒ f (0) =1

f  و لذا:  (x) = x +1.

شت...............................................................پى5نو
1. Pell equation

 درCF و BE و AD اى آن كه سه خطم و كافى برط لازا، شر. طبق قضيه�ى سه�و٢
س باشند، آن است كه: در يك نقطه همرABCمثلث 

 
  

AF

FB
×

BD

DC
×

CE

EA
= 1

جمـه�ىشناخت هـنـدسـه، تـرى و بازآموزاى اطلاع بيشتـر، بـه كـتـاب بـازبر
اجعه كنيد.سه مرات مدرعبدالحسين مصحفى از انتشار


