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تقسيم ى�قضيه دهاىكاربر

٤
ضا اميرى حميدر●

سط قضيه�ى تقسيم توZاز افر
در قضيه�ى تقسيم مشاهده شد كه اگر

aعـددى صـحـيـح و دل�خـواه بــاشــد و 
b ∈ |N با تقسيم ،a بر b رابطه�ى a=bq+r

≥0  را براى  r < b و در b،حالت ممكن 
r  يعنى حالتى كه r   تا 0= = b  باشد، 1−

b  مى�توان نوشت. براى مثال اگر  = 4،
در اين�صورت باقى�مانده�ى تقسيـم عـدد

، طبق قضيـه�ى تـقـسـيـم٤ بر aصحـيـح 
r  عبارت است از  r   يا 0= r   يا 1= =  يا2

  r = . به بيان ديگر، هر عدد صحـيـح3
 را به يكى از چهـار صـورت زيـرaماننـد 

مى�توان نوشت:

   a = 4q  يــــــــا   a = 4q  يـــــــــا1+
  a = 4q a   يا 2+ = 4q + 3

 عضوى٤در واقع مى�توان يك افراز 
 و به�صورت زير تعريE كرد:Zبراى 

  A1 = x ∈ Z x = 4k{ }

  A2 = x ∈ Z x = 4k +1{ }

  A3 = x ∈ Z x = 4k +2{ }

  A4 = x ∈ Z x = 4k + 3{ }
kدر حالت كلى مى�تـوان يـك افـراز 

 راZ تعريE كرد؛ يعنـى Zعضوى براى 
 زير مجموعه�، افراز يا تقسيم كـنـيـمkبه 

 زيرn(منظور از افراز يك مجـمـوعـه بـه 

مجموعه�ى خودش، تقسيم آن مجموعه
 زير مجموعه است كه اول، هيچ�كدامnبه 

از زير مجموعه�ها تهى نباشند. دوم، دو
به دو اشتراكى نداشـتـه بـاشـنـد و سـوم،
اجتماع زيرمجمـوعـه�هـا، مـجـمـوعـه�ى

اصلى را تشكيل دهد):
      Z = A1 U A2 ULU Ak

Ak       كه  = x ∈ Z;  x = kq + (k −1){ }
،Zحال مى�خواهيم از اين نوع افراز        

كه توسط قضيه�ى تقسيم صورت گرفت
و با استفاده از روشى در استدلال به نـام
«روش اشباع» چند مسئـلـه در نـظـريـه�ى

اعداد طرح و حل كنيم.

١٨÷ ٤

a=dq+r
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 بخش�پذير است.٢ ثابت كنيد حاصل�ضرب هر دو عدد صحيح و متوالى، همواره بر :١مسئله�ى
a   فرض كنيـم حل: = n(n |2  . ثابت مى�كنـيـم (1− a براى اين منظور، طبقه قضيه�ى تـقـسـيـم، بـراى .nدو حالت در نظـر 

 بخش�پذير است:٢ بر aمى�گيريم. در هر دو حالت ثابت مى�كنيم 
  n = 2k ⇒ 2| n ⇒ 2| n(n −1) ⇒ 2| a )Eال

  n = 2k +1⇒ n −1= 2k ⇒ 2| n −1⇒ 2| n(n −1) ⇒ 2| a )ب

 ثابت كنيد حاصل�ضرب هر سه عدد صحيح:٢مسئله�ى 
 بخش�پذير است.٦و متوالى، همواره بر 

a   فرض كنـيـم حـل: = (n −1)n(n . ثابت مـى�كـنـيـم(1+
  6| a 2  . كافى است ثابت شود| a 3   و| a،براى اين منظور .

 نيز١ سه حالت در نظر مى�گـيـريـم و از مـسـئـلـه�ى nبراى 
استفاده مى�كنيم:

  n = 3k ⇒ 3| n ⇒ 3| (n −1)n(n +1) ⇒ 3| a )Eال
  n = 3k +1⇒ n −1= 3k ⇒ 3| n ب(    1−

                                              ⇒ 3| (n −1)n(n +1) = a

  n = 3k +2 ⇒ n +1= 3k + 3 = 3 ′k     )ج
                          ⇒ 3| n +1⇒ 3| (n −1)n(n +1) = a

|3  ثابت شـد كـه  a نيز ثـابـت كـرديـم١. در مسـئـلـه�ى 
  2| n(n |2  . بنابـرايـن (1− n(n −1)(n +1) = aو در نتيـجـه

  6| a ) هم٦ بخش�پذير باشـد، آن�گـاه بـر ٣ و٢اگر عدد بـر 
بخش�پذير است).

ثابت كنيد هر عدد صحيح و فرد را به يكى از :٣مسئله�ى
4k)  دو صورت  4k)   يا (1+ +  مى�توان نوشت. سپس(3

8t)  نشان دهيد مربع هر عدد صحيح فرد بـه�صـورت  +1)

است.
 عدد صحيح و دل�خواه باشـد. در ايـنa فرض كنيـم حل:

 را به يكى از چهار صورت aصورت طبق قضيه�ى تقسيم، 
  a = 4k يـــا   a = 4k a   يــا 1+ = 4k a   يـــا 2+ = 4k + 3

a   فـرد بـاشــد، aمـى�تـوان نـوشـت. حــال اگــر  ≠ 4kو 
  a ≠ 4k . بـنـابـرايـن، فـقـط بـه يـكــى از دو صــورت2+
  a = 4k a   يا 1+ = 4k +  نوشته مى�شود:3

  a = 4k +1⇒ a2 =16k2 + 8k +1= 8t1 +1 )Eال
  a = 4k + 3 ⇒ a2 =16k2 +24k ب(   9+

                     a
2 =16k2 +24k + 8 +1= 8t2 +1

n ثابت  كنيد براى هـر :٤مسئلـه�ى ∈ Z عدد   a = n5 − n

 بخش�پذير است.٣°بر 
a   نوچ :لح = n(n −1)(n +1)(n2 ٢ ى�هلئسم قبط لاًبق و (1+
|6   ميدرك ـتباث n(n −1)(n |6   ـسپ ،(1+ a. تباث ـتسا ىفاك
|5   مينك a. ىارب ،روظنم نيا ىارب n، ميريگ�ىم رظن رد تلاح جنپ:

  n = 5k ⇒ 5| n ⇒ 5| n(n4 −1) ⇒ 5| a )Eال
  n = 5k +1⇒ n −1= 5k ⇒ 5| n −1⇒ 5| a   )ب
  n = 5k +2 ⇒ n2 = 25k2 +20k + پ(   4

           ⇒ n2 +1= 25k2 +20k + 5 = 5t ⇒ 5| n2 +1

                      ⇒ 5| (n2 −1) × n × (n2 +1) = a

  n = 5k + 3 ⇒ n2 = 25k2 + 30k +9 ⇒ n2 ت(  1+
                         ⇒ n2 +1= 25k2 + 30k +10= 5t

                                                      ⇒ 5| n2 +1⇒ 5| a

  n = 5k + 4 ⇒ n +1= 5k + 5 = 5t ⇒ 5| n +1⇒ 5| a )ث

 نباشد، ثابـت٣ عددى فرد و مـضـرب a اگر :٥مسئلـه�
a)  كنيد 

2  بخش�پذير است.٢٤ بر (23+
a)   كافى اسـت ثـابـت كـنـيـم حـل:

2 ٣ و بـر ٨ بـر (23+
بخش�پذير است.

  ⇒ a2 = 8t +1a  فرد است 

  
a ≠ 3k ⇒

a = 3k +1

a = 3k +2




طبق فرض 

  a = 3k +1⇒ a2 = 9k2 + 6k  اگر1+
                          ⇒ a2 +23 = 9k2 + 6k +24 = 3 ′k

  a = 3k +2 ⇒ a2 = 9k2 +12k +  اگر4
                        ⇒ a2 +23 = 9k2 +12k +27 = 3 ′′k

1⇒ a2 +23 = 8t +1+23 = 8t +24

⇒

    
⇒ a2 +23 = 8(t + 3

t1

{) ⇒ 8| a2 +23
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 باشد، ثابـت كـنـيـد٥ عددى اول و بـزرگ�تـر از p اگـر :٩مسئـلـه�ى 
  (p4  بخش�پذير است.١٢° بر (1−

a   اگر فرض كنيـمحل: = p4 ، ثابت مى�كنـيـم 1−
  
120p4 . كافى1−

p4)  است ثابت كنيم   بخش�پذير است.٢٤ و ٥ بر (1−

  
24 p2 −1⇒ 24 (p2 −1)(p2 +1) ⇒ 24a ٢٤ ثابت شد: بخش�پذيرى بر

  p > ٥اول است: بخش�پذيرى بر  5

  

⇒ p ≠ 5k

p = 5k +1⇒ p −1= 5k ⇒ 5 p −1⇒ 5 a

p = 5k +2

p = 5k + 3

p = 5k + 4











  p = 5k +2 ⇒ p2 = 25k2 +20k +  اگر4

  
⇒ p2 +1= 5k' ⇒ 5 p2 +1⇒ 5 a

  p = 5k + 3 ⇒ p2 = 25k2 + 30k  اگر9+
  
⇒ p2 +1= 5k' ' ⇒ 5 p2 +1⇒ 5 a

  p = 5k + 4 ⇒ p +1= 5t ⇒ 5 p +1⇒ 5 aاگر 

p   ثابت كنيد، اگر :٦مسئله�ى  > 6k   عددى اول باشد، فقط به يكى از دو صورت 3  نوشته مى�شود.±1
p مى�دانيم عـدد حل: ∈ Nو   p ≠  و خودش نداشته باشـد و١ اول است، هرگاه هيچ شمارنده يا مقسوم�عليه مثبـتـى بـه جـز 1

6t   تنها عدد اول و زوج است. و نيز مى�دانيم هر عدد به�صورت ٢مى�دانيم عدد  + 6k   همان 5  است، زيرا:1−
  6t + 5 = 6t + 6 −1= 6(t +1) −1= 6k −1

6k   يا 6k   صورت ٦ عددى اول باشد، لذا عددى صحيح است و هر عدد صحيح به يكـى از p حال اگر  6k   يا 1+  يا2+
  6k + 6k   يا 3 + 6k   يا4 + p   زوج نيست و p است، پس ٣ اول و بزرگ�تر از p  نوشته مى�شود كه چون 5 ≠ 6k،  p ≠ 6k و2+

  p ≠ 6k + p   نيستنـد. پـس ٣، مضـرب p و نيـز 4 ≠ 6k + p  . بنابراين فقط مى�تـوانـد بـه يـكـى از دو صـورت 3 = 6k  يا1+
  p = 6k + 6t   باشد كه همان 5  است.1−

 يا١ تقسيم كنيم و باقى�مانده�ى تقسيم آن عدد با ٦ را بر ٣ اگر عددى طبيعى و بزرگ�تر از :٦نتيجه�ى متمم از مسئله�ى 
 باشد، دليل بر اول بودن آن عدد نيست. فقط مى�توان گفت آن٥ يا ١ آن عدد اول نيست و اگر باقى�مانده ً برابر نباشد، قطعا٥

6   كه به�صورت ٢٥عدد مى�تواند اول باشد. مانند عدد  × 4  است، ولى اول نيست.1+

 عددى فرد و اول باشد، ثابتa اگر :٧مسئله�ى 
 را فقط به يك صورت منحصربه�فرد به شكلaكنيد 

تفاضل مربعين دو عدد طبيعى مى�توان نوشت.

 فرد باشد، اعداد a مى�دانيم اگـر حل:
  
(
a +1

2
 و(

  
(
a −1

2
 اعدادى طبـيـعـى و (

  
a = (

a +1
2

)2 − (
a −1

2
)2.

 وxحال براى اثبات منحصر به فردى فرض كنيم 
y دو عدد طـبـيـعـى هـسـتـنـد و   a = x2 − y2در .

aايــن�صــورت داريــم:  = (x − y)(x + y)كــه 
  0< x − y < x + y و چــــــــون aاول اســـــــــت 

  a =1× aپس ،  x − y x و 1= + y = aكه با حل

دستگاه 
  

x + y = a

x − y =1




 داريم:

 
  
x = a +1

2
 و 

  
y = a −1

2
.

يعنى: 
  
a = x2 − y2 = (

a +1
2

)2 − (
a −1

2
)2

 را ثابت كنيد.يعنى٧ عكس مسئله�ى تمرين:
Eثابت كنيد: اگر يك عدد طبيعى و فرد كه مخال
يك است، فقط يك نمايش به�صـورت تـفـاضـل
مربعين دو عدد صحيح و نامنفـى داشـتـه بـاشـد،
آن�گاه آن عدد اول است (روش اثبات خود را براى

ما بفرستيد).

p   باشد، ثابت كنيد ٣ عددى اول و بزرگ�تر از p اگر :٨مسئله�ى 
2 −1

 بخش�پذير است.٢٤بر 
a   فرض كنيم: حل: = p2 . براى اين منظور24a  . ثابت مى�كنيم: 1−

8  كافى است ثابت كنيم:  a 3   و a.
  p ⇒ p2 = 8k +1⇒ p2 −1= 8kفرد است   p > 3 اول است⇒

                               
  
⇒ 8 p2 −1⇒ 8 a

 
  
p > 3 ⇒ p ≠ 3k

p = 3k +1⇒ p −1= 3k

p = 3k +2 ⇒ p +1= 3 ′k





٣اول است: بخش�پذيرى 

  

⇒
3 p −1⇒ 3 (p −1)(p +1) = p2 −1= a

3 p +1⇒ 3 (p +1)(p −1) = p2 −1= a








