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١.

  

0/ 3 < a
20

< 2
5

⇒ 3
10

< a
20

< 2
5

⇒ 6
20

< a
20

< 8
20

⇒ a = 7

٢.  x < −1⇒ x = −x

  x < −1⇒ x +1<0

  1− x + x2 = 1− (−x) + x = 1+ x + x

  = −(1+ x) − x = −1−2x

٣.

  

2 < 3 ⇒ 2 − 3 <0

⇒ 2 − 3 = −( 2 − 3 )

  

0< 3 − 2 <1⇒ − 1< 3 − 2 −1<0

                        ⇒ 3 − 2 −1 = −( 3 − 2 −1)

  

A = −( 2 − 3 ) − ( 3 − 2 −1)

   = − 2 + 3 − 3 + 2 +1=1

٤.
  
= 1

4
a ربعa؛  = a2 مربع  a مجذور=a

  
= 1

3
a ثلث  a

  

1
4

(8)2 −13 = 1
3

(3)2 ⇒ 16 −13 = 3

٥.A ∪ B = a,b,c,d,e, f,g{ }
B ∪ C = a, b, e, f, g, h{ }

  

(A ∪ B) − (B ∪ C) = //a, /b,c,d, /e, /f, /g{ }
                            = c,d{ }         (1)

A − B = a, /b,c,d{ } = a,c,d{ }

  (A − B) − C = /a, c, d{ } = c, d{ }    (2)

) درستى حكم٢) و (١با توجه به رابطه�هاى (
برقراراست.

٦.
  A = 4 +2,9+2,16 +2,...,81+2{ }

  
  = 22 +2,32 +2,42 +2,...,92 +2{ }
  
⇒ A = n2 +2 n ∈ N,2 ≤ n ≤ 9{ }

  
B = (−1)1
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,
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,...



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

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2
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1

12
,

1
20

,...





 مى�دانيم تعداد زيرمجـمـوعـه�هـاى يـك.٧
 و تـعـداد٢n عـضـوى بـرابـربــا nمـجـمـوعــه�ى 

)٢-nزيـرمـجـمـوعـه�هـاى يـك مـجـمـوعــه�ى (
2  عضوى برابر است با 

(n−2).است 

  
2n −24 =2(n−2) ⇒ 2n −24 = 2n

22

  

⇒ 4 ×2n −96 =2n

⇒ 3 ×2n = 96 ⇒ 2n = 32

  ⇒ 2n =25 ⇒ n = 5

٨.

  

73x × (72)x−2

7x−1 × (2× 7)x = 1

2x

⇒ 73x × 72x−4

7x−1 ×2x × 7x = 1

2x

  
⇒ 73x+2x−4

7x−1+x ×2x = 1

2x ⇒ 75x−4

72x−1 ×2x = 1
2x

 داريم:٢xبا ضرب دوطرف تساوى اخير در 

  

⇒ 75x−4

72x−1 =1⇒ 75x−4 = 72x−1 ⇒ 5x − 4 = 2x −1

                                       ⇒ 3x = 3 ⇒ x =1

 ٩.
  A = (22)n ×24 ×5n−2 =22n+4 ×5n−2

  

B = 22n × (5 ×2)2n−4

  = 22n × 52n−4 ×22n−4 = 24n−4 × 52n−4

  

A
B

= 22n+4 ×5n−2

24n−4 ×52n−4

=2(2n+4) ×2−(4n−4) ×5(n−2) ×5−(2n−4)

  
⇒ A

B
=2−2n+8 ×5−n+2

١٠.

  

27(2− a)3 − 8(a −2)3

= 3 2− a3 −2 −(2− a)3

= 3 2− a3 +2 2− a3

= 5 2− a3

١١.  (x2 −2x +1)(x2 + x −2)

= x4 − x3 − 3x2 +5x −2

بــا مــقــايــســه�ى ايــن تــســاوى و حــكــم
داريم:

  a =1, b = −1,c = −3,d = 5,e = −2

١٢.

  

(a4 + 4) + 4a2[ ] (a4 + 4) − 4a2[ ] = (a4 + 4)2 − (4a2)2

= (a4 )2 +2(a4 )(4) + 42 −16a4

= a8 + 8a4 +16 −16a4

= a8 − 8a4 +16

ال=(

v{U¹—v{U¹—

‰Ë« ‰UÝ‰Ë« ‰UÝ
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f  ابــتــدا . ١ f   و (2,2)  را تــعــيــيـــن(3,4)
مى�كنيم:

  f (k,s) = 3k − 4s

  f (3,4) = 33 − 4(4) = 27 −16 =11

  f (2,2) = 32 − 4(2) =1
بنابراين:

 
  

f (f (2,2), f (3,4)) = f (1,11)

= 31 − 4(11) = 3 − 44 = −41
 دامـــنـــه�ى تـــابـــع بـــا ضـــابــــطــــه�ى.٢

  
y = f (x) = x −1

x −1
 چنين است:

  

x −1≥0

x −1≠ 0




 ;  
x ≥1

x ≠ 1




 ;  x >1 ;  Df = (1, +∞)

تعيين برد مى�كنيم:

  

x −1

x −1 x −1
= 1

x −1
;

(x ∈ Df )

  
y = f (x) = x −1

x −1

  
x −1 = 1

y
(y >0);  x −1= 1

y2 ;  x = 1

y2 +1>;  
1

y2 >0;

  

y ≠ 0

y >0




 ;  Rf =|R+ = (0, +∞)

٣.

  
3m3x = 27x + m2;  3m3x −27x = m2;  x = m2

3m3 −27

  
3m3 −27 =0;  m3 = 9;  m = 93 ,  D =|R − 93{ }

 به جزmمعادله به ازاى هر عدد حقيقى براى 
، داراى جواب است.93  عدد 

 بــــراى مــــعــــادلــــه�ى درجــــه�ى دوم.٤
  x2 − x −1=0:

  

x1 + x2 = −b
a

=1

x1x2 = c
a

= −1










  
S = 1

x1
3 + 1

x2
3 + x1

4x2
4 = x1

3 + x2
3

(x1x2)3 + (x1x2)4

            
  
= (x1 + x2)3 − 3x1x2(x1 + x2)

(−1)3 +1

  
S = 1− 3(−1)(1)

−1
+1= −4 +1= −3;  S = −3

 كسرى برابر صفر اسـت كـه صـورت آن.٥
صفر باشد. هم�چنين، ريشـه�هـاى صـورت يـك

معادله�ى كسرى، نبايد مخرج را صفر كند:
  x

4 − x2 =0;  x2(x2 −1) =0;  x2 =0;  x2 −1=0

  x
3 +1=0;  x3 = −1;  x = −1,  x2 − 3x +2 =0;

  (x −1)(x −2) =0;  x =1;  x = 2,  (x2 −1)2 =0;

  x
2 =1;  x = ±1,  x3 +2x2 =0;  x2(x +2) =0;  

  x
2 =0;  x = −2

 جواب معادله فقط يك ريشه است:
  

x = 2

. اگر طول و عرض مستطيل را به ترتيـب٦
 نمايش دهيم، خواهيم داشت:y و xبا 

  

x2 + y2 =100

2(x + y) = 28





;  
(x + y)2 −2xy =100

x + y =14





;  
x + y =14

xy = 48




  
z2 −14z + 48 =0;  (z − 6)(z − 8) =0,  

x = 8

y = 6
;  

  x − y = 8 − 6 = 2;  x − y = 2

x   اگـر اعـداد مـتـوالـى را بــا .٧ −1 ،xو 
  x  نمايش دهيم:1+

  (x −1)x(x +1) = (x −1) + x + (x +1);

  x(x2 −1) = 3x;  x(x2 −1) − 3x =0

  ;  x(x2 −1− 3) =0;

  x =0;  x2 − 4 =0;  x = ±2;  x = 2
x1  چون سه عدد طبيعى هستند، پـس  =1،  x2 = 2

x3  و  = 3

  x1
2 + x2

2 + x3
2 =12 +22 + 32 =1+ 4 +9 =14

>1−  . با شرط ٨ x < 3:

  

−9x2 −12x < 3;  9x2 +12x + 3 >0

4x2 −12x >0;  4x(x − 3) >0






;

(3x +1)(x +1) >0

x(x − 3) >0




 UO{U¹— UO{U¹—

ÂË– ‰UÝÂË– ‰UÝ
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(x2 +1) − 5x[ ]  (x2 +1) + 4x[ ب( [

  

= (x2 +1)2 + (−5x + 4x)(x2 +1) + (−5x)(4x)

= x4 +2x2 +1− x3 − x −20x2

= x4 − x3 −18x2 − x +1
١٣.

  

(n2)2 + (8 −4)n2 + (8)(−4)

= (n2 + 8)(n2 −4) = (n2 + 8)(n −2)(n +2)

ال=(

  n
4 +14n2 −16n2 + 49 = (n4 +14n2 + 49) −16n2)ب

     
  

= (n2 + 7)2 −16n2

= (n2 + 7 −4n)(n2 + 7 +4n)

  (a
2b − ab2) + (b2c − abc) )ج

= ab(a − b) − bc(a − b)

   
= (a − b)(ab − bc)

= (a − b) × b × (a − c)

    (4x2 −9y2) + (2x − 3y) )د

  

= (2x − 3y)(2x + 3y) + (2x − 3y)

= (2x − 3y)(2x + 3y +1)

١٤.

  
80≤ MA

12
×100≤140⇒

⇒ 9 / 6 ≤ MA ≤16 / 8
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AB به نظر مى�رسد كه .١ < BC.است 
ABاما درواقع چنين نـيـسـت، بـلـكـه  = BC

است و اين موضوع، خطاى مشـاهـده را نـشـان
مى�دهد.

 بنا به داده�هاى مسئله داريم:.٢

)١(

 

و

    

CD EF

     AB









⇒ DÂB + AB̂F =180o

     

قاطع

    
⇒ DÂB

2
+ AB̂F

2
= 90o

OB و DAB نـيـم�سـاز زاويــه�ى AOامـا 

 است. يعنى:ABFنيم�ساز زاويه�ى 

)٢(
  

DÂB
2

= OÂB,
AB̂F

2
= OB̂A

 خواهيم داشت:٢ و ١پس از رابطه�هاى 
)٣(    OÂB + OB̂A = 90o

 داريم:OABاما در مثلث 
)٤(    AÔB + OÂB + OB̂A =180o

 نتيجه مى�شود:٤ و ٣از رابطه�هاى 
    AÔB +90o =180o ⇒ AÔB =180o −90o = 90o

 بـه حـالـتMCE و MBD دو مثـلـث .٣
(ض�زض) هـم�نـهــشــت�انــد، زيــرا بــه دلــيــل

ABC ،B̂متساوى�الساقين بودن مثـلـث  = Ĉ

 است، پـسBC وسط ضلع Mاست. و چـون 
MB = MCاز طـرف ديـگـر، بـنــا بــه فــرض .

BDمسئلـه  = CEاست. بنابراين، دو مثلـث 
MBD و MCE.هم�نهشت�اند 

 داريم:.٤

  

n(n − 3)
2

=14 ⇒ n(n − 3) = 28 ⇒ n2 − 3n −28 =0

  ⇒ (n − 7)(n + 4) =0⇒ n − 7 =0⇒ n = 7,  n + 4 =0

  ⇒ n = −4 <0

�ضلعـىnاما مجموع زاويه�هاى درونـى هـر 
2n)  مــحــدب مـــســـاوى  −  قــائــمـــه يـــا(4

    (n −2) ×180o ضلـعـى٧ است. پـس بـراى 
محدب داريم:

    = (7 −2) ×180o = 900oدرونى  مجموع زاويه�هاى

 ال=) ضلع�هاى مربع با هم مساوى�اند..٥
پس داريم:

  y + 8 = 2x + 4 = z + 7 =12 ⇒ y = 4,  x = 4,  z = 5

ب) هـــر قـــطـــر مـــربـــع، نــــيــــم�ســــاز
90o    زاويه�هاى آن است و هر زاويه�ى مربع نـيـز 

است. پس داريم:
(٢)    2x + y = 45o4    ١) (وx + z = 90o

)٣(    x + 5y = 45oو
از حل دستگاه سه معادله�ى سـه�مـجـهـولـى

 خواهـيـم٣ و �٢، ١تشكيل شـده از رابـطـه�هـاى 
داشت:

    x = 20o ,  y = 5o ,  z =10o

BEDF. الـــ=) چـــهـــارضـــلــــعــــى ٦

متوازى�الاضلاع است. زيرا ثابت مى�كنيم كه دو
 مـوازى وDF و BEضلع رو�بـه�روى آن يـعـنـى 

ABCDمـسـاوى�انـد. چـون چـهـارضــلــعــى 

ABمـتــوازى�الاضــلاع اســت، پــس  CDو 
AB = CD.است 
BEدرنتيجه  DF:است. از طرف ديگر 

  
BE = AB

2
= CD

2
= FD ⇒ BE = DF

 نتيـجـهBEDFاز متـوازى�الاضـلاع بـودن 
 است.DE موازى BFمى�شود كه 
 اين فرض مـسـئـلـه را بـه روش�هـاىنكـتـه:

ديـگـرى نـيـز مـى�تـوان حـل كـرد. از آن جـمـلــه
مى�توانيم ثابت كـنـيـم كـه زاويـه�هـاى روبـه�روى

 دو�به�دو مساوى�انـد و يـاBEDFچهارضـلـعـى 
BF̂Cمى�توانيم ثابت كنيم كه  = ED̂F.است 

 بـه حـالـتCFQ و APEب) دو مـثـلــث 
«زض�ز» هم�نهشت�اند، زيرا:

CF̂Q = AÊP و QĈF = PÂEو  AE = CF

AP  درنتيجه  = CQ  است.(1) 
CD وسط F از نقطه�ى CDPاما در مثلث 

 رسم شده است. پس اين خطDPخطى موازى 
CPاز وسـط ضـلـع ديـگــر، يــعــنــى از وســط 

PQ  مى�گذرد. يـعـنـى  = CQ  است. از(2) 
 نتيجه مى�شود:٢ و ١رابطه�هاى 

AP = PQ = QC.

١ اين مسئله، در كتاب كار هندسه�ى نكته:
از انتشارات مدرسه، به روش ديگرى حـل شـده

است.
 كافى است ثابت كنيم كه:.٧

  
SOAD + SOBC = SOAB + SOCD = 1

2
SABCD

 به اين چهارABCDزيرا متوازى�الاضلاع 
 خطىOمثلث افراز شده است. براى اثبات، از 

 ازCD و ABعــمــود بــر دو ضــلـــع مـــوازى 
 وH را در ABمتوازى�الاضلاع رسم مى�كنيم تا 

ÈÅtÝbM¼ ÈÅtÝbM¼ 

®®±±©©

حل تشريحى مسائل

logb. بـا تـوجـه بـه رابــطــه�ى ٩
a = log a

log b مى�توان نوشت:

  
log4 (1− x2) = log(1− x2)

log4 ;

  

log(1− x2)
2 log2

≥ −1
2

;  log(1− x2) ≥ − log2(= log
1
2

);

  
log(1− x2) ≥ log

1
2

;  1− x2 ≥ 1
2

;  x2 ≤ 1
2

;  x ≤ 2
2

ام (عمومى) تصاعد حسابىn. جمله�ى ١٠
(عددى) فوق به صورت زير است:

  an = a1 + (n −1)d )(جمله�ى عمومى تصاعد حسابى
با توجه به جمله�ى عمومى تصاعد:

  

n = 5:  a5 = a1 + 4d = 23

n = 8:  a8 = a1 + 7d = 38




 ;  a8 − a5 = 7d − 4d =15;

  
3d =15  d = 5 ;  

  
a1 = 23 − 4d = 23 − 4(5) = 3  a1 = 3

  
a3 = 3 + (3 −1)(5) =13;  a3 =13

. جمله�ى عمومى تصاعد هندسى فـوق١١
به صورت زير است:
  an = a1r

n−1 )(جمله�ى عمومى تصاعد هندسى
با توجه به جمله�ى عمومى تصاعد:

  

n = 4:  a4 = a1r
3 = 24

n = 7:  a7 = a1r
6 =192






 ;  

a7

a4

= r6

r3 = 192
24

;

  
r3 = 8;  r = 2 ,  a1r

3 = 24;  a1 = 24

r3 = 24
8

= 3;  a1 = 3

  a2 = 3 ×22−1 = 3 ×2 = 6

  
a2 = 6                          

                        
  (جمله�ى دوم تصاعد)  

جواب جواب
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CD را در ′H قطع كند. مـى�دانـيـم كـه H ′H

ارتفاع متوازى�الاضلاع است. بنابراين داريم:
)١(SABCD = AB × H ′H

)٢(
  
SOAB = 1

2
OH.AB

)٣(
  
SOCD = 1

2
O ′H .CD = 1

2
O ′H .AB

و

  
SOAB + SOCD = 1

2
AB(OH + O ′H )

)٤(             
  
= 1

2
AB.H ′H

  
(1),  (4) ⇒ SOAB + SOCD = 1

2
SABCD

و حكم مسئله ثابت شد.
 ضلع كوچك�تر زاويه�ى قائمه از مثـلـث.٨

 فرض مى�كنيم. در اينx را ABCقائم�الزاويه�ى 
صورت، بنا�به فرض، ضـلـع بـزرگ�تـر زاويـه�ى

x  قائمه  +  خواهد بود. از آن�جا داريم:3

  
S = 1

2
AB.AC ⇒ 230= 1

2
× x(x + مثلث (3

  ⇒ x2 + 3x − 460=0

  ⇒ (x +23)(x −20) =0

⇒   ضلع كوچك�تر زاويه�ى قائمه x = −23 <0,  x = 20

⇒         ضلع بزرگ�تر زاويه�ى قائمه x + 3 = 20+ 3 = 23

⇒   اندازه�ى وتر BC = 202 +232 = 929

 چهار ذوزنقه با هـم و چـهـار مـثـلـث بـا.٩
يكديگر هم�نهشت�اند و اگـر يـك ذوزنـقـه و يـك
مثلث را كنار هم قرار دهيم، يك مربـع حـاصـل
مى�شود. يعنى مجموع مساحت هر ذوزنقه و هر
مثلث، مساوى مساحت مربع ايجـاد شـده بـراى
درخت�كارى است. بنابراين، مربع بزرگ به پنج
مربع كوچك و مساوى تقسيم شده است. يعنى

ت هر مربع كوچك، با يك�پنجم مساحـتمساح

مربع بزرگ مساوى است. پس مساحت قسمـت
درخت�كارى شده مساوى 

  

1
5

×202 = 1
5

× 400= 80

است. مساحت قـسـمـت چـمـن�كـارى شـده نـيـز
−400  مــســاوى  80=  اســت. از آن�جــا،320

هزينه�ى چمن�كارى برابر است با:
×320   تومان 3000= 960000

 ال=) داريم:.١٠

  

a
2

= b
3

= c
4

⇒ a
2

= −b
−3

= c
4

⇒ a − b + c
2 − 3 + 4

= a
2

  
⇒ a − b + c

3
= a

2

3   و 2  ب) واسطه�ى هندسى بين   را2
x:مى�ناميم. داريم 

  x
2 = 3 2 × 2 = 6 ⇒ x = 6

AB   ضـلـع�هــاى مــثــلــث را .١ =12،
  BC = AC   و 6 =  مى�گيريم. بزرگ�تريـن8

زاويه�ى مـثـلـث، زاويـه�اى اسـت كـه روبـه�روى
بزرگ�ترين ضلع مثلث، يـعـنـى در ايـن شـكـل،

 است. بنابراين، نيم�ساز ايـن زاويـهĈزاويه�ى 
 مى�ناميم. مى�خواهـيـمCDرا رسم مى�كنـيـم و 

 را تعيين كنيم.DB و DAاندازه�ى پاره�خط�هاى 
داريم:

  

DA
DB

= AC
BC

⇒ DA
DB

= 8
6

⇒ DA
DA + DB

= 8
6 + 8

⇒ DA
AB

= 8
14

  
⇒ DA

12
= 8

14
⇒ DA = 12 × 8

14
= 48

7
⇒ DB = AB − DA

  
⇒ DB =12 − 48

7
= 36

7

 بنا به ويژگى نيم�ساز زاويه�هـاى درونـى.٢
مثلث داريم:

  

DC
DA

= BC
AB

⇒ 2x + 4
15

= 3x +10
25

⇒ 50x +100= 45x +150

  ⇒ 5x = 50⇒ x =10

 را در نظر مى�گيريم و يكىABC مثلث .٣
 را رسمAH ارتفاع ًاز ارتفاع�هاى اين مثلث، مثلا

مـى�كـنـيـم. مـى�خـواهـيــم ثــابــت كــنــيــم كــه

  
AH < 1

2
(AB + AC) ).(شكل

 وAHBدر مـثـلـث�هـاى قـائـم�الــزاويــه�ى 

    (Ĥ1 = Ĥ2 = 90o )  AHC:داريــــــــم 
)١(AH < AB

)٢(AH < AC

  
(1) + (2) ⇒ 2AH < AB + AC ⇒

AH < 1
2

(AB + AC)

و حكم ثابت است.
 بنا به نامساوى مثلثى بايد داشته باشيم:.٤

  23 −17 < x −1< 23 +17 ⇒

⇒ 6 < x −1< 40⇒ 7 < x < 41

 ال=) فرض مى�كنيم مسئله حـل شـده و.٥
 از اينAH جواب آن است. ارتفاع ABCمثلث 

ABمـثـلـث را رسـم مـى�كـنـيـم. چـون  = c،
AH = ha و     ̂H = 90oاســت، پــس مــثـــلـــث 

 به حالت وتر و يك ضـلـعABHقائم�الزاويـه�ى 
قابل رسم است.

حل تشريحى مسائل
ÈÅtÝbM¼ ÈÅtÝbM¼ 
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BCاز طرف ديگر، طول پاره�خط  = aنيز 
مشخص است. بنـابـرايـن، بـراى رسـم مـثـلـث

ABC نخست مثلث قائم�الزاويـه�ى ،ABHرا 
ABبــا مــعــلــوم بـــودن وتـــر  = cو ضــلــع 

AH = ha زاويـــه�ى( رســـم مـــى�كـــنــــيــــم

    xĤy = 90o را رسـم مـى�كــنــيــم. روى Hy

HAپاره�خط  = ha را جدا مى�كنيم تـا رأس A

به�دست آيد.

 كمانى رسم مى�كنيمC و به شعاع Aبه مركز 
 قـطـع كـنـد). اكـنــونB را در نـقـطــه�ى Hxتـا 

BC = a را روى خط Hxمشخص مى�كنيم تا 
 وصل مى�كنيم.A به C به دست آيد. از Cرأس 

دست مى�آيد.  بهABCمثلث 
BC پـاره�خـط نكـتـه: = aرا در دو طرف 

 مى�توان جدا كـرد كـه دوBH روى خط Bرأس 
 با زاويه�هـاىABCجواب مسئله، يكى مثـلـث 
 بـا زاويــه�ىABC1  حـاده و ديـگـرى مــثــلــث 

 است. اگر مسئله شرطى براىAB̂Cمنفرجه�ى 
نوع مثلث قرار نداده باشد، هر دو جـواب قـابـل

قبول هستند.

 باABCب) مسئله را حـل شـده و مـثـلـث 
BCمعلومات  = a ،Â = α و AH = ha

CÂBرا جواب مسئله مى�گيريـم. چـون  = α
BC ،BCمعلوم و پـاره�خـط  = aنيز مـعـلـوم 

 كمـانAاست، پس يك مـكـان هـنـدسـى رأس 
Âدرخـور زاويــه�ى  = αروبـه�روى پـاره�خـط 

BCمعلـوم  = aاست. از طرف ديگر، چـون 
AH = haمقدار معلومى است، پس يك مكان 

 و بهBC، دو خط موازى Aهندسى ديگر رأس 
AHفاصلـه�ى  = haاز آن هستنـد. پـس بـراى 

BC، نخست پاره�خط ABCرسم مثلث  = a

را رسم مى�كنيم. آن�گاه كـمـان درخـور زاويـه�ى
Â = αروبــه�روى ايــن پـــاره�خـــط را رســـم 

مى�كنيم.

 يعنىAB اگر عمودمنص= پاره�خط بحث.
 قطعC را تنها در يك نقطه مانند L، خط ∆خط 

كند، مسئله تنها يك جواب دارد (شكل ال=).

 باشد، مسئلهL موازى خط ∆. اگر خط ٢
L بر ABجواب ندارد و اين در صورتى است كه 

عمود باشد (شكل ب).

 منطـبـق شـود،L بـر خـط ∆. اگر خـط ٣
مسئله� بى�شمار جواب دارد، زيرا از هر نقـطـه�ى

L به A و B وصل كنيم. مثـلـث ABCجواب 
مسئله است (شكل پ).

AB   فرض مى�كنيم وترهـا .٧ =16Cm
CD  و  =12Cm باشند. از نقـطـه�ى Oمركـز 

O و OHدايره، عمودهـاى  ′Hرا به�ترتيـب بـر 
AB و CD رسـم و از O بـه A و Cنـيـز وصـل 

مى�كنيم. با توجه به اين�كه قطر عمود بر هـر وتـر
عمود منص= آن وتر است، پس

 
  
AH = AB

2
= 16

2
= 8Cm

  
C ′H = CD

2
= 12

2
= 6Cm

 و به فـاصـلـه�ىBCسـپـس خـطـى مـوازى 
AH = haاز آن را كه در طرف كـمـان درخـور 

واقع است، رسم مى�كنيم. نقطه�ى برخورد اين
ABC از مـثـلـث Aخط و كـمـان درخـور رأس 

 وصل مى�كنيم. مـثـلـثC و B بـه Aاست. از 
ABC.رسم مى�شود 

 با رسم كـمـان درخـور زاويـه�ى.١نكـتـه�ى 
Â = α در دو طرف پاره�خط BCو رسم دو ،

AH و به فاصـلـه�ى BCخط مـوازى  = haاز 
BCچهار مثلث جواب مسئله به�دست مى�آيـد ،

)ABC ،  A1BC ،  A2BC و   A3BC(كه 
هم�نهشت هستند. پس مسئله درواقع يك جواب

 را دارد.ABCمتمايز 

 شرط جواب مسئله آن است كـه.٢نكتـه�ى 
 و بـه فــاصــلــه�ىBCخـطــى كــه بــه مــوازات 

AH = ha از BCرسم مى�شود، كمان درخور 
Âزاويه�ى  = α روبه�رو به پاره�خط BC = a

را قطع كند. اگر اين خط، كمان درخور را در دو
 قطع كند، دو مثلث هم�نهشتA1   و Aنقطه�ى 
ABC و   A1BCجواب مسئله�اند و اگر اين خط 

Aمماس بر كمان درخور باشد، نقطه�ى تمـاس 

 جواب مسئلهABCرأس مثلث متساوى�الساقين 
است. اگر اين خط مكان هندسى، كمان درخور

را قطع نكند، مسئله جواب ندارد.
 مــســئــلــه را حــل شـــده و مـــثـــلـــث.٦

CA)مـتـسـاوى�الـسـاقـيــن  = CB)ABCرا 
CAجواب مسئله فرض مى�كنيم. چون  = CB

 روى عمودمنص= پاره�خـطCاست، پس رأس 
AB قرار دارد. از طـرف ديـگـر، رأس Cروى 
 است. پس اين نقـطـه، مـحـل بـرخـوردLخـط 

 اسـت.L با خـط ABعمودمـنـصـ= پـاره�خـط 
 وصـل وB به Aبنابراين، براى حل مسئـلـه، از 

 را رسم مى�كنيم. آنABعمودمنص= پاره�خط 
، رأسL و ∆ مى�ناميم. نقطه�ى برخورد ∆را 
Cاز مـــثـــلـــث مـــتـــســـاوى�الـــســــاقــــيــــن 

(CA = CB)ABC.جواب مسئله است 

∆

∆

∆

ال�

ب

پ
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 از آن�جــــا بــــا تــــوجــــه بــــه ايـــــن�كـــــه
  OA = OC  اسـت، در مــثــلــث�هــاى10=

 وAOHقــــــــــائــــــــــم�الــــــــــزاويـــــــــــه�ى 

    (Ĥ = ′Ĥ = 90o )CO ′H:داريم 

  OH = OA2 − AH2 = 102 − 82 = 36 = 6cm

  O ′H = OC2 − C ′H 2 = 102 − 62 = 64 = 8cm

  
⇒ OH

O ′H
= 6

8
= 3

4

 وصل مـى�كـنـيـم. درT′ و T بـه O. از ٨
T̂)    مثلث قائم�الزاويه�ى  = 90o )OMT:داريم 

  OT2 + MT2 = OM2 ⇒ 225 + MT2 = 625

  ⇒ MT2 = 400⇒ MT = 20

  OT2 = OH.OM ⇒ 225 = OH.25 ⇒ OH = 9

  O T
∆

H:OH2 + TH2 = OT2 ⇒ 81+ TH2 = 225 ⇒ TH =12

  T ′T = 2TH = 2 ×12 = 24

. مى�دانيم كه مماس�هاى رسم شده از يك٩
نقطه بر دايره، با هم مساوى�اند. پس داريم:

  

AM = AQ = 2x +1,  BN = BM =10,

CN = CP = 4x +1,  DP = DQ =10

  = 2(AQ + BM + CN + DP) محيط چهار ضلعى ⇒

  ⇒ 2 × 52 = 2(2x +1+10+ 4x +1+10) ⇒ 6x +22 = 52

  ⇒ 6x = 30⇒ x = 5
. داريم:١٠

    x = Â = 70o ,  CD =140o ,  BC + CD =180o ال=( ,

    
BC +140o =180o ⇒ BC = 40o ⇒ y = BC

2
= 20o

    
M̂ =180o − (30o + 70o ) = 80o ,  M̂ = BC + z

2

    
⇒ 80o = 40o + z

2
⇒ z =120o

    
z = BC = BÔC = 80o ,  x = BC

2
= 80o

2
= 40o ب( ,

    y = 360o − (120o + 80o ) =160o

١.
  
n =1 :  

1

21 = 22 −1−2

21 ⇒ 1
2

= 1
2

ال=( 

             (فرض استقرا) 
  
n = k  :  

1

21 + 2

22 +...+ k

2k = 2k +1 − k −2

2k

(حكم استقرا)                        

    

n = k +1 :  
1

21 + 2

22 +...+ k

2k

2k+1−k −2

2k

1 244 344
+ k +1

2k +1

  
= 2k +2 − (k +1) −2

2k +1

  

2k +1 − k −2

2k + k +1

2k +1 = 2(2k +1 − k −2) + k +1

2k +1

  
= 2k +2 −2k − 4 + k +1

2k +1 = 2k +2 − (k +1) −2

2k +1

  
n =1 :  

1
2

+ 1
3

+ 1
4

>1⇒ 13
12

ب( 1<

فرض:             
  
n = k  :  

1
k +1

+ 1
k +2

+ 1
k + 3

+...+ 1
3k +1

>1

حكم:           
  
n = k +1 :  

1
k +2

+ 1
k + 3

+...+ 1
3k +1

+ 1
3k +2

  
+ 1

3k + 3
+ 1

3k + 4
>1

 ترـابع ادـتبا ،مكح تاـبثا ىارب
  

1
3k +2

+ 1
3k + 3

+ 1
3k + 4

 را به دو
طرف فرض اضافه مى�كنيم:

  

1
k +1

+ 1
k +2

+ 1
k + 3

+...+ 1
3k +1

+ 1
3k +2

+ 1
3k + 3

  
+ 1

3k + 4
>1+ 1

3k +2
+ 1

3k + 3
+ 1

3k + 4

  
⇒ 1

k +2
+ 1

k + 3
+ 1

k + 4
+...+ 1

3k + 4
>1+ 1

3k +2

  
+ 1

3k + 3
+ 1

3k + 4
− 1

k +1

از مقايسه�ى اين حكم با حكم استقرا نتيجه مى�شود كه براى اثبات حكم
كافى است ثابت كنيم:

  
1+ 1

3k +2
+ 1

3k + 3
+ 1

3k + 4
− 1

k +1
≥1

و يا اين�كه:

  

1
3k +2

+ 1
3k + 4

≥ 1
k +1

− 1
3k + 3

= 1
k +1

− 1
3(k +1)

                     
  
= 2

3(k +1)

و به كمك روش بازگشتى نتيجه مى�شود:

  

6k + 6
(3k +2)(3k + 4)

≥ 2
3(k +1)

⇒ 6(k +1)

9k2 +18k + 8
≥ 2

3(k +1)

  

⇒ 9(k +1)2 ≥ 9k2 +18k + 8

⇒ 9k2 +18k +9 ≥ 9k2 +18k + 8 ⇒ 9 ≥ 8

نامساوى آخر درست است و همه�ى مراحل نيز بازگشت�پذيـرنـد. در
نتيجه حكم استقرار ثابت مى�شود:

  n =1 :  31 + 4 + 5 =12 = 4r         (r ج( (1=
n  فرض:                                 = k  :  32k −1 + 4k + 5 = 4r

n  حكم:                 = k +1 :  32k +1 + 4(k +1) + 5 = 4 ′r

 ضرب مى�كنيم:٩دو طرف فرض را در 

  3
2(32k −1 + 4k + 5) = 36r ⇒ 32k +1 + 36k + 45 = 36r

حل تشريحى مسائل
‰UL²Š« Ë  d³ł‰UL²Š« Ë  d³ł
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⇒ 32k +1 + 4(k +1) + 5 = 36r − 32k − 36

                                   = 4(9r − 8k −9
′r

1 24 34 ) = 4 ′r

٢.
  a = 5k + 3 ⇒ a3 = (5k + 3)3 =125k3 +225k2 +135k +27

    
= 5(25k3 + 45k2 +27k + 5

′k
1 24444 34444 ) +2 = 5 ′k +2

a  بنابراين 
 دارد.٢ باقى�مانده�ى ٥ در تقسيم بر 3

  (a
2 +1)(b2 +1) ≥3 4ab ⇔ a2b2 + a2 + b2 +1≥ 4ab

  ⇔ (a2b2 −2ab +1) + (a2 + b2 −2ab) ≥0

  ⇔ (ab −1)2 + (a − b)2 ≥0

نابرابرى آخر درست است، زيرا مربع�هاى كامل نامنفى�اند و مجموع
آن�ها نيز همواره بزرگ�تـر يـا مـسـاوى صـفـر اسـت. هـمـه�ى مـراحـل نـيـز

برگشت�پذيرند.
a براى اثبات از برهان خل= استفاده مى�كنيم. فرض كنـيـم .٤

b
+ b

a
 نباشد، بنابراين:٢مخال= 

  

a
b

+ b
a

= 2 ⇒ a2 + b2

ab
= 2 ⇒ a2 + b2 = 2ab ⇒

  a
2 + b2 −2ab =0⇒ (a − b)2 =0⇒ a − b =0⇒ a = b

a)اين نتيجه با فرض مسئله  ≠ b).مغايرت دارد 
5   اثبات به كمك برهان خل=: فرض كـنـيـم .٥ −  عددى23

گويا باشد:

  
5 − 23 ∈ Q ⇒ 5 − 23 = a

b
,  a, b ∈ Z,  b ≠ 0,  a ≠ 0

  
⇒ 5 − 2 = a3

b3 ⇒ 5 = 2 + a3

b3 ⇒

  
5 = 2 + a3

b3







2

= 2 + a6

b6 + 2 2a3

b3

  
⇒ 2 2a3

b3 = 3 − a6

b6 = 3b6 − a6

b6

  
⇒ 2 = 3b6 − a6

2a3b3 = ′a

′b

  ′a , ′b ∈ Z  ,  ′b ≠ 0⇒ 2 ∈ Q

 است.2  نتيجه�ى آخر مخال= فرض گنگ بودن 
 كارمندان در دو جنس زن و مرد هستند و در سه بخش گوناگون كار.٦

مى�كنند و سه نوع مدرك تحصيلى دارند. بـنـابـرايـن، طـبـق اصـل ضـرب
  (2 × 3 × 3 از نظر جنس و نوع كار و مدرك( هجده نوع كارمند (18=

تحصيلى) وجود دارد. و وقتى نوزده كارمند داشته باشيم، طبق اصل لانـه
كبوترى، دو تاى آن�ها بايد از يك نوع باشند. يعنى جنسيت و بخش كارى

و مدرك تحصيلى يكسان دارند.
±1   معادله�ى درجه� دومى مى�نويسيم كه ريشه�هاى آن .٧  باشند:3

  S =1+ 3 +1− 3 = 2,  P = (1+ 3 )(1− 3 ) =1− 3 = −2

  ⇒ x2 − Sx + p =0⇒ x2 −2x −2 =0

  
A = x x2 −2x −2 =0{ }

٨.
  

6
x − 4

+1<0⇒ x +2
x − 4

<0⇒ − 2 < x < 4 ⇒

  x = −1,0,1,2, 3 ⇒  B = −1,0,1,2, 3{ }

١.

�يا
  

x[ ] −1≠ 0⇒ x[ ] ≠ 1⇒
x[ ] =1

x[ ] = −1





⇒
1≤ x < 2

−1≤ x <0




  ⇒ Df = |R − −1,0[ ) ∪ 1,2[ )( )
٢.

  
x1 + x2 = − b

a
= −p  و  

  
x1x2 = c

a
=12

x1)  مى�دانيم:                        + x2)2 = (x1 − x2)2 + 4x1x2

2(p−)  درنتيجه:             =12 + (4 ×12) = 49 ⇒ p = ±7

∋1  دانيم     مى.٣ Df و   f (−1) = −3 − k و   f (1) = 3 − k

f   فرد است، پس: fچون  (1) = −f (−1).

  
3 − k = −(−3 − k) ⇒ k =0

x1  فرض كنيم: . ٤ ≤ x2:در اين صورت ،

  
f (x1) − f (x2) = x1

3 +2x1

1+ x1
2 − x2

3 +2x2

1+ x2
2

  
= (x1

3 +2x1)(1+ x2
2) − (x2

3 +2x2)(1+ x1
2)

(1+ x1
2)(1+ x2

2)

  
= x1

3 + x1
3x2

2 +2x1 +2x1x2
2 − x2

3 − x2
3x1

2 −2x2 −2x2x1
2

(1+ x1
2)(1+ x2

2)

  
= (x1

3 − x2
3 ) + x1

2x2
2(x1 − x2) +2(x1 − x2) −2x1x2(x1 − x2)

(1+ x1
2)(1+ x2

2)

  
= (x1 − x2)(x1

2 + x1x2 + x2
2 + x1

2x2
2 +2 −2x1x2)

(1+ x1
2)(1+ x2

2)

  
= (x1 − x2)(x1

2x2
2 + x1

2 − x1x2 + x2
2 +2)

(1+ x1
2)(1+ x2

2)
≤0

2(x1x2)  توجه كنيد كـه عـبـارت  − (x1x2)  همواره مثبـت اسـت.2+
 صعودى است.fبنابراين تابع 

حل تشريحى مسائل
ÊUÐU!Š ÊUÐU!Š 

٣.



سطهمتو

٦٤ دهمدوره	ى		نوز
٢شمـــاره	ى	

١٣٨٨مستانز

  مى�توانيم بنويسيم:.٥
  1+ sin α + cosα = (1+ cosα ) + sin α

           
  
= 2cos2 α

2
+2sin

α
2

cos
α
2

                    
  
= 2cos

α
2

(cos
α
2

+ sin
α
2

)

       
  
= 2cos

α
2

(cos
α
2

+ cos(
π
2

− α
2

))

        
  
= 4cos

α
2

cos
π
4

cos(
π
4

− α
2

)

               
  
= 2 2 cos

α
2

cos(
π
4

− α
2

)

 ال=).٦

  
lim
x→1

x3 + x2 −2
sin(x −1)

= lim
x→1

(x3 −1) + (x2 −1)
sin(x −1)

  
= lim

x→1

(x −1)(x2 + x +1+ x +1)
sin(x −1)

  
= (lim

x→1

(x −1)
sin(x −1)

)(lim
x→1

(x2 +2x +2))

  =1× 5 = 5
ب)

  

lim
x→0−

tan x

(1− cos x)23
= lim

x→0−

tan x

4sin4 x
2

3

  

= lim
x→0−

tan x

sin
x
2

4sin
x
2

3

  

= lim
x→0−

2sin
x
2

cos
x
2

sin
x
2

cos x 4sin
x
2

3

  

= lim
x→0−

2cos
x
2

cosx
3

4sin
x
2

= −∞

 با توجه به�اين�كه:.٧

  
lim
x→1

f (x) = lim
x→−1

f (x) = +∞

x  پس خط�هـاى  x   و1= =  هستنـد.f مجانب�هاى قائم نمـودار 1−
اما:

  

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2

x 1− 1

x2

= +∞

 مجانب افقى ندارد.fبنابراين، نمودار
 مى�دانيم كه:.٨

  
0≤ f (x) − 1

2
≤ x − 1

2

   چون:                                                           
  

lim
x→1

2

x − 1
2

=0

                          بنابر قضيه�ى فشردگى:
  

lim
x→1

2

f (x) − 1
2

=0

در نتيجه:                                                
  

lim
x→1

2

(f x( ) − 1
2

) =0

يعنى:                                                 
  

lim
x→1

2

f (x) = 1
2

= f (
1
2

)

 در نقطه�ىfپس 
  

1
2

 پيوسته است.

تقسيم زيركانه
 به سراغ زيركى مى آيند و از او مى�پرسـنـد؛ ازC  و A،B  سه نفر به نـام�هـاى 

رياضيات چه ميدانى؟
او مى�گويد: در اين هنر سرآمد روزگارم.

A.چهار هزار تومان به زيرك  مى�دهد كه بين آن�ها تقسيم كند 
بايد A مى�دهد و مى�گويد،آقـاىC  و دو هزار تومان به Bاو دو هزار تومان به 

  براى او پولى ندارم.ًصبر كند تا پول ديگرى به دستم برسد و فعلا
 Aسخت عصبانى مى�شود و مى�گويد: اين چه حسابى است؟  

 صحـيـح اسـت، چـون مـجـمـوعـه�هـاىًزيرك مـى�گـويـد: از نـظـر مـن كـامـلا
A,B,C{ }0,2   دامنه و مجموعه�ى{ برد تابع زير است.{

    f B( ) = f C( ) = 2      f A( ) = o
و اين به�درستى يك تابع است.

انديشهتفريح

و


