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هاشار
در قسمت قبل، به كاربردهاى هم�نهشتى در حل مسئله�هايى در سطح الـمـپـيـاد اشـاره كـرديـم. در ايـن قـسـمـت
مى�كوشيم، ابتدا روش�هاى حل معادله�هاى سياله را بياوريم و سپس روش�هاى جديد حل معـادلـه�هـاى ديـوفـانـتـى
چند متغيره را كه بر پايه�ى هم�نهشتى است، ارائه دهيم. از آن�جا كه بسيارى از مـسـئـلـه�هـاى عـلـوم پـايـه (ريـاضـى،
فيزيك، شيمى و…) به يك معادله�ى جبرى چند متغيره مى�انجامد، اهميت روش�هاى حـل مـعـادلـه�هـاى سـيـالـه�ى

چند متغيره به وضوح روشن مى�شود.

................................معادله�هاى سياله 
مى	دانيم، بسيارى از مسـئـلـه	هـاى جـبـر بـه مـعـادلـه	هـايـى
مى	انجامد كه تـعـداد مـجـهـول	هـاى مـسـئـلـه، بـيـش از تـعـداد
معادله	هاى مربوط به آن است. از لحاظ تـاريـخـى، ايـن	گـونـه

 مطرح بوده	اند و به همين مناسبت بهديوفانـتمسئله	ها از زمان 
آن	ها «معادله	هاى ديوفانتى» مى	گويند. از طرف ديگر، بسيارى
از مسئله	هاى فيزيك، شيمى و ديگر رشته	ها، به حـل يـكـى از

ام معادله	هاى سـيـالـه مـنـجـر مـى	شـود كـه هـيـچnانواع درجـه 	
الگوريتمى براى حل آن	ها وجود نـدارد. در حـال حـاضـر نـيـز
اين	گونه معادله	ها در مسابقه	ها و المپيادها، به	عنوان مسئله	هايى
مستـقـل ديـده مـى	شـونـد. بـنـابـرايـن، حـل و بـحـث در مـورد

معادله	هاى سياله، بسيار ضرورى به	نظر مى	رسد.
اگرچه تا به	حال به جز در مورد معادله	هاى سيـالـه	ى درجـه
اول دو مجهولى و يا بعضى از نوع	هاى ديگر، فقط راه	حل	هاى
عمومى و كلى ذكر شده است، ولى در واقع ذوق و ابتكـار هـر
شخص، بيش از هر قاعده	اى مى	تـوانـد وسـيـلـه	اى بـراى حـل
اين	گونه معادله	ها باشد. ويژگى اصلى اين مقـالـه آن اسـت كـه

	ام با ضرايبnروش حل و يك جواب عمومى معادله	هاى درجه 
گويا را به	دست مى	دهد كه در اصل به بررسى معادله	هاى سياله	ى
عمومى از نظر وجود جواب با ضرايب گويا خاتـمـه مـى	دهـد؛

زيرا معادله	هاى سياله از نظر تعداد مى	تواننـد داراى بـى	شـمـار
جواب باشند و يا هيچ جوابى نداشته باشند. براى مثال، بـراى

x  معادله	ى سياله	ى  + y  در مجموعه	ى اعداد طبيعى، هيچ1=
جوابى يافت نمى	شود، ولى در مجموعـه	ى اعـداد صـحـيـح،

,x)  بى	شمار جواب به صورت  y) = (α ,1− α).وجود دارد 

........لى جه اول دو مجهومعادله�هاى سياله�ى در
تاكنون مسئله	هاى گوناگونى مطرح شده	اند كه در واقع بـه
يك معادله	ى دو مجهولى ساده مى	انجامند و پس از بررسى از
نظر وجود جواب، به يك نتيجه	ى قطـعـى مـنـتـهـى شـده	انـد.
صورت عمومى معادله	هاى سياله درجه اول دو مجهولى را كه

 پارامتر و اين	كهc و a،bاز ابتدا مطرح بوده	اند، با فرض وجود 
xوy:گيريم	مجهول باشند، به شكل زير در نظر مى 

  ax + by = c        (1)

 بايد متذكر اين واقعيت شد كه براى به١درباره	ى معادله	ى 
دست آوردن جواب	هاى گوياى بسيارى از معادلات خاص از

 سال بعد از ميلاد)٢٥٠ در كارهاى ديوفانتين اسكندرانى (١نوع 
روش قـانـون	مـنـدى پـيـدا شــده اســت. در واقــع، عــبــارت
«معادله	هاى ديوفانتى» بـه مـعـادلـه	هـايـى اطـلاق مـى	شـود كـه
جواب	هاى آن	ها اعدادى گويا باشنـد. امـا در زمـان حـاضـر،
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معادله	هايى كه جواب	هاى صحيح براى آن	ها در نـظـر گـرفـتـه
شود، به «معادله	هاى ديوفانتى» مشهورند.

 مورد١در اين	جا، جواب	هاى صحيح معادله	ى عمـومـى 
 و١نظر است. پيش از بحث روى وجود جواب	هاى معادله	ى 

بيان قضيه	ى مربوط به آن، چند مثال كاربردى ارائه مى	دهيم كه
 منجر مى	شوند.١به نوع خاصى از معادله	ى 

تومانى١٥٠تومان، چند عدد مـداد ٢٠٠٠ على با :١مثال
تومانى مى	تواند خريدارى كند؛ بـا٣٥٠و چند عدد دفترچـه	ى 

 عدد٣ عدد و تعداد دفترچه	ها از ٤شرط اين	كه تعداد مدادها از 
كم	تر نباشد.

 با توجه به شرايط مسئله، با معادله	ى ديوفـانـتـى زيـرحل:
150x  روبه	رو هـسـتـيـم:  + 350y = y  	( ؛2000 ≥ : تعـداد3

x  دفترچه	ها و  ≥ ،٥٠ پس از تقسيم معادله بر ): تعداد مدادها4
به معادله	ى ساده شده	ى زير مى	رسيم:

  3x + 7y = 40
معادله را به	صورت زير مى	نويسيم:

  
x = 40− 7y

3
=13 −2y + 1− y

3

با فرض 
  

1− y
3

= t:خواهيم داشت
  x =11+ 7t   ,  y =1− 3t

  t = −1 :  x = 4  ;  y = 4

 عدد٤ عدد مداد و ٤تنها جواب مسئله با شرايط مذكـور، 
دفترچه است. ملاحظه مى	شود، هميشه تعـداد جـواب	هـا بـه
شرايط اوليه	ى مذكور در مسئله بستگى دارد. در مثال اخـيـر،
شرايط اوليه	ى تعداد مدادها و دفترچه	ها، سبب منحصر به	فرد

بودن جواب، يعنى به تعداد برابر دفترچه و مداد شد:
  x = y  ;  3x + 7x = 40 ;  10x = 40 ;  x = 4

x  (تعداد مداد يا دفترچه)  = y = 4

ax+by=c) ١حل و بحث معادله�ى سياله�ى خطى (
، در١از نظر تحليلى، معادله	ى درجـه اول دو مـجـهـولـى

صفحه	ى مختصات دكارتى، مى	تواند نمودار يك خط راست
را مشخص كند كه با رسم چـنـيـن خـطـوطـى آشـنـا هـسـتـيـد.

 هر دو با هـمb و a كه در آن ١مى	دانيم، هر خط به مـعـادلـه	ى 
صفر نباشند، نشان دهنده	ى بى	نهايت نقطه	 است كه با اختيـار

، ديگرى به دست مى	آيد. براى مثال، اگـرy يا xعددى براى 
  x b   و 0= ≠ y محاسبه مى	شود: y، مقدار 0 = c

b
 و اگر 

  y =0

a  و  ≠ x محاسبه مى	شود: x، مقدار 0 = c
a

.

، كافى است به دو١در اين	جا، براى  بحث روى معادله	ى 

پرسش زير پاسخ دهيم:
 درc و a ، b بـا فـرض صـحـيـح بـودن ١ آيا مـعـادلـه	ى .١

 جواب صحيح دارد؟ به بـيـان(Z)مجموعه	ى  اعداد صـحـيـح 
ديگر، نقـطـه	ى 

  
A

x0

y0
y0   را كـه  ∈ Z و    x0تـوان	چگونه مـى ،

 صدق كند؟١تعيين كرد تا در معادله	ى 
 مانند ١ در صورتى	كه يك جواب معادله	ى .٢

  
A

x0

y0

 معلوم
باشد، چگونه مى	توان همه	ى جواب	هاى صحيـح مـعـادلـه را
تعيين كرد؟ به بيان ديگر، با فرض وجود يك جواب صـحـيـح

بسيارى از مسئله�هاى جبر به معادله�هايى مى�انجامد كه
طتعداد مجهول�هاى مسئله، بيش از تعداد معادله�هاى مربو

به آن است

 را ارائه دهيم؟١، چگونه جواب عمومى معادله	ى ١معادله	ى
پاسخ پرسش اول را در برهان قضيه	ى زير مى	توان يافت:

 داراىZ در مجموعه	ى اعداد صحيح ١ معادله	ى قضيه:
جواب است، اگر و تنها اگر بزرگ	ترين مقسوم	عليه مشترك

a و b هاى	ضريب) xوy عدد .(c.(ثابت معادله) را بشمارد 
d، آن	گاه بايد داشته باشيم: d=(a,b)در واقع، اگر  c.

ىهاگشناد	شيپ هتسسگ تايضاير باتك رد هيضق نيا ناهرب
.تسا هدمآ

 اگر ضريب	هاى مجهول	هاى معادلـه	ى سـيـالـه:نتيجـه
نسبت به هم اول باشند، معادله هميـشـه داراى جـواب	هـاى

صحيح است.
، توسط يك جواب١در اين	جا، جواب عمومى معادله	ى 

خصوصى معادله به اين صورت تعيين مى	شود:
α ,β, a, b ∈ Z:x = α + bt  ,  y = β −at

 در صورتى	كه يك جواب خصوصى معادله	ى زير:١مثال
) باشد، جواب عمومى معادله را بيابيد.٩و١٦معلوم (

  24x +14y = 440

)، پس:٢٤و١٤=(٢ چون حل:
  12x + 7y = 220

چنين، با معلوم بودن يك جواب خصوصى معادله، هم
به	طور مستقيم مى	توان به جواب عمومى آن رسيد:

  (α = 9  ,  β =16)

  x = 9 + 7t  ,  y =16 −12t

١ و ٠-	،	١جواب	هاى طبيعى معادله، بـه	ازاى مـقـاديـر 
به	دست مى	آيند:

  

t −1 0 1

x 2 9 16

y 28 16 4
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 را به تفاضل دو عدد بنويسيد كـه يـكـى از٢٩عدد:٢مثـال
 بخش	پذير باشد.١٤ و ديگرى بر ١١آن	ها بر

 مسئله، معادل حل معادله	ى زير است:حل:
  11x −14y = 29  ;

دو طرف معادله را بر ضريب مجهول كوچـك	تـر تـقـسـيـم
مى	كنيم:

  
x − y − 3y

11
= 2 + 7

11
 ;

  
x − y −2 = 3y + 7

11
= t  ;

  
3y + 7 =11t  ;  y = 11t − 7

3
= 3t + 2t

3
−2 − 1

3
 ;

  
y − 3t +2 = 2t −1

3
= k  ;  2t −1= 3k  ;

  
t = 3k +1

2
= k + k +1

2
 ;  

k +1
2

= S  ;  k = 2S −1

پس از جايگزينى مقدارهاى فوق و اختصار لازم، خواهيم
داشت:

  x =14S − 5  ,  y =11S − 6

........١ت�هاى معادله�ىخى از صوردن برساده كر
 مى	توان روش	هـاى١در برخى از صورت	هاى معـادلـه	ى 

ساده	ترى را به	كار برد تا با سرعت بيش	ترى به جواب برسيم:
 اگـر ضـريـب يـكـى از مـجـهـول	هـا و مـقـدار ثــابــت،.١

مقسوم	عليه مشتركى داشته باشند، مى	توانيم با انتخاب مجهول
كمكى جديد به جـاى مـجـهـول دوم، دو طـرف مـعـادلـه را بـه

مقسوم	عليه مشترك ساده كنيم.

جواب عمومى معادله	ى زير را بيابيد: :١مثال
  18x −25y = 21

٣ نيز بايد بر 25y  )، پس جمله	ى ١٨و٢١=(٣ چون حل:
٣ بايد مضربى از y)، پـس ٢٥و٣=(١بخش	پذير باشد. چون 

y  باشد:  = 3t

  18x − 75t = 21

 ساده مى	كنيم:٣معادله را به 
  6x −25t = 7

در اين	جا، معادله	ى ساده شده را حل مى	كنيم:

  
6x = 25t + 7  ;  x = 25t + 7

6
= 4t +1+ t +1

6

  

t +1
6

= k  ;  t = 6k −1 ;  x = 25k − 3

  y = 3(6k −1) =18k − 3  ;  y =18k − 3

. در ضمن محاسبه	ى يكى از مجهول	ها بر حسب مجهول٢
ديگر، اگر بين جمله	هاى صورت كسرى كه بـه	دسـت مـى	آيـد
(پس از گرفتن مقدار صحيح آن) مقسوم	عليه مشتـركـى وجـود

داشته باشد، معادله را ساده	تر مى	توان حل كرد.

معادله	ى سياله	ى زير را حل كنيد. :٢مثال
  24x +17y = 41

 محاسبه مى	كنيم:x را بر حسب y ابتدا حل:

  
17y = 41−24x  ;  y = 2 − x + 7 − 7x

17
 ;

  
y = 2 − x + 7(

1− x
17

)  ;  
1− x
17

= t  ;  x =1−17t

  y = 2 − (1−17t) + 7t =1+24t  ;  y =1+24t

هم	چنين:
 در ضمن تقسيم، ممكن است باقى	مـانـده بـزرگ	تـر از.٣

نص} مـقـسـوم	عـلـيـه بـاشـد. در ايـن	صـورت بـهـتـر اسـت از
باقى	مانده	ى منفى استفاده شود.

 معادله	ى سياله	ى زير را حل كنيد.:٣مثال
  11x − 40y = 49

 حل مى	كنيم:y را بر حسب x ابتدا حل:

  
x = 49 + 40y

11
= 4 + 3y + 5 + 7y

11
 ;  

5 + 7y
11

= t  ;

  
y = 11t − 5

7
= t −1+ 4t +2

7
 ;  

4t +2
7

= k

  
t = 7k −2

4
=
∗∗ 8k − k −2

4
= 2k − k +2

4
 ;

  

k +2
4

= m;k = 4m −2

پس از اختصار لازم:
  x = 40m −21 ,  y =11m − 7

هاى مسلسل به�كمك كسر١حل معادله�ى سياله�ى 
به	كمك كسرهاى مسلسـل مـى	تـوان يـكـى از جـواب	هـاى

 را در صورت وجود به	دسـت آورد. ايـن١معادله	ى سيـالـه	ى 
مطلب را ضمن مثال نشان مى	دهيم.

30x   معادله	ى سيـالـه	ى :١مثـال + 86y  را به كمـك16=
كسرهاى مسلسل حل كنيد.

 ساده مى	كنيم:٢ ابتدا معادله را به حل:
  15x + 43y = 8

كسـر 
  

43
15

 را در نظر مى	گيريـم و آن را بـه كـسـر مـسـلـسـل

 تبديل مى	كنيم:
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43
15

= 2 + 1

1+ 1

6 + 1
2

در اين	جا، كسر متقارب ماقبل آخر را در نظر مى	گيـريـم.
اين كسر برابر 

  

20
7

 است. آخرين كسر برابر با مقدار حقيقى كسر

  

43
15

 است و 
  

20
7

 هم كسر متقارب ردي} فرداست. پس با توجه
به قضيه	هاى مربوط به كسرهاى مسلسل مى	توان نوشت:

  

43
15

− 20
7

= 1
15 × 7

برابرى عددى بالا را به	صورت زير مى	نويسيم:
  43 × 7 −15 ×20=1
دو طرف برابرى بالا را هشت برابر مى	كنيم و بـا تـوجـه بـه

معادله	ى اصلى، برابرى عددى زير را مى	نويسيم:
  15(−160) + 43(56) = 8

با مقايسه	ى رابطه عددى اخيـر و مـعـادلـه	ى اصـلـى، يـك
جواب معادله به دست مى	آيد:

  x = −160 ,  y = 56

با وجود يك جواب خصوصى معادلـه، جـواب عـمـومـى
معادله به	دست مى	آيد:

  

x = −160+ 43t

y = 56 −15t




t   را به tبراى ساده	تر شدن جواب	ها، كافى است  +  تبديل3
كنيم:

  x = −160+ 43(t + 3) = −31+ 43t

  y = 56 −15(t + 3) =11−15t

21x   معادله	ى سيـالـه	ى:٢مثـال − 57y  را به كـمـك15=
كسرهاى مسلسل حل كنيد.

 ساده مى	كنيم:٣ معادله را به حل:
  7x −19y = 5

ابتدا 
  

7
19

 را به كسر مسلسل تبديل مى	كنيم:

  

7
19

=0+ 1

2 + 1

1+ 1

2 + 1
2

كسر متقارب ماقبل آخر 
  

3
8

 و چون كسر متقارب ردي} زوج

است:
  

7
19

− 3
8

= −1
19 × 8

 ضرب مى	كنيم و بـا تـوجـه بـه٥×١٩×٨اين برابـرى را در 
معادله	ى اصلى به	صورت زير مى	نويسيم:

  7(−40) −19(−15) = 5

y  يك جواب خصوصـى مـعـادلـه،  = −15  ,  x =  و40−
جواب عمومى معادله چنين است:

  

x = −40+19t

y = −15 + 7t




....... به كمك هم�نهشتى ١حل معادله�ى سياله�ى 
يكى ديگر از كاربردهاى هم	نهشتى، حل معادله	ى سـيـالـه

 را مى	توان به يـكـى از دوax+by=cاست. معادله	ى سيـالـه	ى 
صورت زير نوشت:

by ≡
a

c و ax ≡
b

c

اى بى�شمارانند دارمعادله�هاى سياله از نظر تعداد مى�تو
ابى نداشته باشنداب باشند و يا هيچ جوجو

بديهى است كه براى حل هر يك از معادله	هاى بالا، شرط
(a, b) c كه	بايد برقرار باشد. با فرض اين   (a, b) ، معادله	ى1=

,a)سياله قابل حل است. در صورتى	كه  b) = dگاه كافى	آن ،
dاست  cى	6  . براى مثال، معادلهx +21y  با توجه به1389=

  (6,21) = 31389   و 3 = 3 × ، داراى جواب است و آن463
را مى	توان به	صورت ساده شده	ى زير نوشت:

)١(   2x + 7y = 463

براى حل معادله	ى بالا به كمك هم	نهشتى، مى	توان معادله
را به يكى از دو صورت زير نوشت:

  2x ≡
7

463  ;  7y ≡
2

463

 و٤٦٣=٧×٦٦+١بـــا تــــوجــــه بــــه بــــرابــــرى	هــــاى 
 معادله		هاى بالا ساده مى	شوند:٤٦٣=٢×٢٣١+١

  

2x ≡
7

7 × 66 +1≡
7
1 ;  2x ≡

7
1 ;  x = 7k + 4

7y ≡
2
2 ×231+1≡

2
1 ;  7y ≡

2
1 ;  y = 2s +1

) مجهول ديگرى١) در معادله	ى اصلى (y ( يا xبا قرار دادن 
) به	دست مى	آوريم كه اين جواب عمـومـىs (يا kرا بر حسـب 

 (ياkمعادله محسوب مى	شود. زيرا بر حسب پارامتر دل	خواه 
s .7)2  ) استk + 4) + 7y = 463  ;  y = 65 −2k،بنابراين 

جواب عمومى معادله به	صورت زير است:
  (x = 7k + 4  ,  y = 65 −2k)  ;  (x = 228 − 7s  ,  y = 2s +1)

براى آزمايش جواب	ها كافى است هر جفت جواب را داخل
) قرار دهيم.١معادله	ى اصلى (

..............................................................شتنو پى
hashemi- moosavi@ yahoo.com

آيند. ) به	دست مى٢٦٧ و ٤)،… و (٧و ١٠٤ جفت	هاى طبيعى ((x,y)اى * بر
**: از باقى	مانده	ى منفى استفاده شد.


