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المپيادهاى رياضى

دستگاه
هاى معادلات
در اين بخش، دستگاه�هاى معادلات نا�استاندارد را انتخاب
كرده�ايم. اولين مسئله، گزيده�اى است از المپياد رياضى بريتانيا

:١٩٩٦در سال 
d و a ،b ،c جميع جواب�هاى اعداد حقيقى و مـثـبـت .١

دستگاه زير را بيابيد:
  a + b + c + d =12

  abcd = 27 + ab + ac + ad + bc + bd + cd

AMبا اسـتـفـاده از نـابـرابـرى  − GM،در معـادلـه�ى دوم 
رابطه�ى زير را به دست مى�آوريم:

  abcd ≥ 27 + 6 abcd

با انتقال تمام عبارات به سمت چپ و تجزيه�ى كل عبارت،
و در نظر گرفتن آن به�عنوان چندجمله�اى درجه�ى دومى برحسب

abcd:خواهيم داشت ،
  ( abcd + 3)( abcd −9) ≥0

ايـن نـابـرابـرى مـسـتـلـزم آن اسـت كـه داشـتــه بــاشــيــم:
  abcd ≥ كه هرگاه با معادله�ى اول دستگاه تـركـيـب شـود،9

نابرابرى زير را بدهد:

  
abcd4 ≥ a + b + c + d

4

AMنـــابـــرابـــرى  − GMمـــســـتـــلـــزم آن اســـت كـــه 
  a = b = c = d =  تنها جواب دستگاه باشد.3

)١٩٩٦مسئله�ى دوم، از المپـيـاد ريـاضـى ويـتـنـام (سـال 
برگزيده شده است.

 صادق در دستگـاهy و x جميع اعداد حقيقى  و مـثـبـت .٢
معادلات زير را بيابيد:

  
3x (1+ 1

x + y
) = 2

  
7y (1− 1

x + y
) = 4 2

xدر اين مسئله، جانشينى  = u و y = v.طبيعى است 
در اين صورت، دستگاه به�صورت زير تبديل مى�شود:

  
u(1+ 1

u2 + v2 ) = 2
3

  
v(1− 1

u2 + v2 ) = 4 2
7

u  اما 
2 + v2 مربع قدرمطلق عدد مختلط z = u + iv.است 

 راiاين مطلب ما را راهنمايى مى�كند كه معادله�ى دوم ضرب�در 
با معادله�ى اول جمع كنيم. در اين صورت داريم:

  
u + iv + u − iv

u2 + v2 = (
2
3

+ i
4 2

7
)

خــارج قــســـمـــت 
  

(u − iv)
(u2 + v2)

 بــرابـــر اســـت بـــا:

  

z

z 2 = z
(zz)

= 1
z

بنابراين، معادله�ى بالا به�صورت زير درمى�آيد:

  
z + 1

z
= (

2
3

+ i
4 2

7
)

 در مــــعــــادلـــــه�ى درجـــــه�ى دومzدرنــــتـــــيـــــجـــــه 

  
z2 − (

2
3

+ i
4 2

7
)z  با جواب�هاى0=1+

  
(

1
3

± 2
21

) + i(
2 2

7
± 2)
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 دستگاه زير را حل كنيد:.١
  log(2xy) = log x  log y

log(yz) = log y  log z

  log(2zx) = log z  log x

جميع جواب�هاى دستگاه معادلات زير را بيابيد:. ٢

  

4x2

4x2 +1
= y

  

4y2

4y2 +1
= z

  

4z2

4z2 +1
= x

 در دستگاه معـادلاتy و a ،b ،x درصورتى كه اعـداد .٣
ax5  زير صدق كنند،  + by5:را بيابيد 

  ax + by = 3

  ax2 + by2 = 7

  ax3 + by3 =16

  ax4 + by4 = 42

 دستگاه زير را حل كنيد:.٤

  
x + 2

x
= 2y

  
y + 2

y
= 2z

  
z + 2

z
= 2x

 دستگاه معادلات زير را حل كنيد:.٥
  (x + y)3 = z

  (y + z)3 = x

  (z + x)3 = y

 دستگاه زير را حل كنيد:.٦
  x

2 − x = yz

  y
2 − y = zx

  z
2 − z = xy

 جواب�هاى دستگاه معادلات زير را بيابيد:.٧
  x + y  + z{ } =1.1

  x  + y{ } + z = 2.2

  x{ } + y + z  = 3. 3

  كه در آن   و   { ، به�ترتيب بزرگ�ترين تابع صحيح{
و جزء كسرى تابع را نشان مى�دهند.

، جواب�هاى متـفـاوتa به�ازاى عدد مختلـط مـفـروض .٨
دستگاه زير را بيابيد:

  (x1 + x2 + x3 )x4 = a

  (x1 + x2 + x4 )x3 = a

  (x1 + x3 + x4 )x2 = a

  (x2 + x3 + x4 )x1 = a

�اى را بيابيد كه بـه�ازاى آن�هـا،a جميع عددهاى حقيـقـى .٩
 صادق وx5   و x1 ،  x2 ،  x3 ،  x4  اعداد حقيقى نامنفى 

در دستگاه زير موجودند:

  
∑

k =1

5
kxk = a

  
∑

k =1

5
k3xk = a2

  
∑

k =1

5
k5xk = a3

 دستگاه معادلات زير را حل كنيد:.١٠
  x

3 −9(y2 + 3y − 3) =0

  y
3 −9(z2 + 3z − 3) =0

  z
3 −9(x2 + 3x − 3) =0

 دستگاه زير را حل كنيد:.١١
  ax + by = (x − y)2

  by + cz = (y − z)2

  cz + ax = (z − x)2

,a  در اين دستگاه:  b, c >0.
 اعدادى حقيقى و مثـبـت (نـهc و a ،b فرض مى�كنـيـم .١٢

z و x ،yهمه برابر) باشند. جميع جواب�هاى حقيقى 

دستگاه معادلات زير را بيابيد:
  x

2 − yz = a

  y
2 − zx = b

  z
2 − xy = c

صدق مى�كند كه در آن علامت�هاى + و - متناظرند.
اين موضوع نشان مـى�دهـد، دسـتـگـاه اولـيـه جـواب�هـاى

 زير را دارد:

  
x = (

1
3

± 2
21

)2,  y = (
2 2

7
± 2)2

كه در آن علامت�هاى + و - متناظرند.
دستگاه�هاى زير، جز در موارد مشخص�شـده، بـرحـسـب

جواب�هاى حقيقى حل مى�شوند.

.......................................................................................... مسائل
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 داريم:.١
  log(2xy) = log2 + log x + log y

با انتقال لگاريتم�هاى شامل متغير به سمت راست و افزودن
 به هر طرف سه معادله، حاصل مى�كنيم:١

  log20= (log x −1)(log y −1)

  1= (log y −1)(log z −1)

  log20= (log z −1)(log x −1)

با ضرب جميع معادلات و گرفتن ريـشـه�ى دوم خـواهـيـم
داشت:

  ± log20= (log x −1)(log y −1)(log z −1)

اين رابطه، در تركيب با برابرى زير:
   log20= (log x −1)(log y −1)

log2   نشان مى�دهد:                                                 −1= ±1

log  معادله�هاى ديگر،  x −1= ± log20 و   log y −1= ±1

(200,100,100)  را به�دست مى�دهند و دو جواب دستگاه يعنى 

و 
  
(
1
2

 را به�دست مى�آوريم.(1,1,

 كار را با ملاحظه�ى اين مطلب آغاز مى�كنيم كـه تـابـع:.٢

  
f: 0,∞[ ) → 0,∞[ ), f (t) = 4t2

(4t2 +1)
 صـعـودى اسـت.ً اكـيـدا

xدرنتيجه اگر  < y آن�گاه ،f (x) < f (y) بنابراين .y < z.
zبـا تـكـرار ايـن اسـتـدلال،  < x.را بـه�دسـت مـى�آوريـم 

xدرنتيجه داريم:  < y < z < x.كه غيرممكن است 
xبـه هـمـيـن تـرتــيــب،  > y.بـه تـنـاقـض مـى�انـجــامــد 

xبنابراين:  = y = z.

حل معادلـه�ى 
  

4t2

(4t2 +1)
= t دو مقدار ،

  
t = 1

2
t   يا   را0=

به�دست مى�دهد. درنتيجه، تنها سه�تايى�هايى كـه در دسـتـگـاه
صادق�اند، عبارت�اند از:

  
(
1
2

,
1
2

,
1
2

(0,0,0)     و   (

)١٩٩٦(المپياد رياضى كانادا، 

n   به ازاى .٣ = n   و 2 = ، اتحاد3
  (axn + byn )(x + y) − (axn−1 + byn−1)xy = axn+1 + byn+1

به معادلات زير مى�انجامد:
  16(x + y) − 7xy = x)7     و  42 + y) − 3xy =16

حل مسائل
حـل هـم�زمـان ايـن دو مـعــادلــه،

  xy = x   و 38− + y =  را به�دست14−
مى�دهد.

با به�كار بردن اتحاد بازگشتى، به ازاى
  n =  داريم:4

  ax5 + by5 = (42)(−14) − (16)(−38) = −588 + 608 +20

,x) فرض مى�كنيم .٤ y, z)يكى از جواب�ها باشد. واضح 
است، اگر يكى از اين عددها مثبت باشد، دو عدد ديـگـر نـيـز

-١بايد مثبـت بـاشـنـد. در صـورت ضـرورت، بـا ضـرب در 
,x  مى�توان فرض كرد:  y, z >0.

با جمع سه معادله حاصل مى�كنيم:

  
x + y + z = 2(

1
x

+ 1
y

+ 1
z

)

AMنيز، كاربرد نابـرابـرى  − GMدر مورد هر معـادلـه�ى 
دستگاه، موارد زير را به�دست مى�دهد:

  2z ≥ 2 2y    و  2 ≥ 2 2x    و  2 ≥ 2 2

اين موضوع نشان مى�دهد كه در معادله�ى فوق، سمت چپ
3  بزرگ�تر از يا برابر بـا   است. در حالى كه سمـت راسـت2

3  كمتر از يا برابر بـا   است. براى به�دست آوردن برابـرى،2
بايد داشته باشيم:

  x = y = z = 2

كه يك جواب را به دست مى�دهد. جواب ديگر، با تغييـر
علامت به دست مى�آيد و عبارت است از:

  x = y = z = − 2

 اين دستگاه به�صورت:تبصره:
x = f (z) و z = f (y) و y = f (x)

است كه در آن داريم:

  
f (t) = 1

2
(t + 2

t
)

n   دنـبـالـه�ى داده شـده بــا  tn+1   و 0≤ = f (tn to   و ( ∈ |R

 با دقت بسيار به�كـار رفـتـه2  به�طور سنتى براى محـاسـبـه�ى 
است، زيرا با سرعت خوبى به آن هم�گرا مى�شود. هـر�يـك از

to  جمله�هاى تالى، بى�توجـه بـه مـقـدار  ∈ |Rدر قدر�مطـلـق ،
 است. اگر براى راحتى كـار فـرض2  بزرگ�تر از يا برابـر بـا 

t0  كنيم:  tn  ، آن�گاه داريم: 0< ≥ r2 به�ازاى ،  n  و نيز:1≤
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    t1 ≥ t2 ≥L

 باشـد،2   ًجمله�ى واقع در اين دنباله، تنـهـا اگـر دقـيـقـا
مى�تواند تكرار شود. حل دستگاهى مشابه با هر تعداد متغير،

مشكل نيست.

 با تفـريـق مـعـادلـه�ى دوم از مـعـادلـه�ى اول، بـه�دسـت.٥
مى�آوريم:

  (x − z)((x + y)2 + (x + y)(x + z) + (y + z)2) = z − x

از آن�جا كه:
  (x + y)2 + (x + y)(y + z) + (y + z)2 >0

xبه دست مى�آوريم:  = z ،بنا به تقارن .y = zو كارمان ،
8x3  به حـل مـعـادلـه�ى  = xمى�انجامـد. ايـن مـعـادلـه داراى 

x  جـواب�هــاى   و 0=
  
x = ± 1

2
 اسـت. نـتـيــجــه مــى�شــود،

جواب�هاى دستگاه معادلات مفروض عبارت�اند از:
  x = y = z =0

  
x = y = z = 1

(2 2)

  
x = y = z = − 1

(2 2)

)١٩٨٥(تورنمنت شهرها، 

,x) فرض مى�كنيـم .٦ y, z)يكى از جواب�ها باشـد. اگـر 
  xyz ≠ ، آن�گاه از آن�جا كه قدرمطلق مثبت است، موارد زير0

را به�دست مى�آوريم:

  z
2 > xy   و   y

2 > zx  و    x
2 > yz

با ضرب اين موارد داريم:

  x
2y2z2 > x2y2z2

كه متناقض است. بنابراين يكى از اعداد صفر است، و بـا
استـفـاده از مـعـادلـه�اى كـه شـامـل آن در سـمـت چـپ اسـت،
درمى�يابيم كه يكى ديگر از اين سه عدد نيز بايد صـفـر بـاشـد.

 باشد.1±   يا °عدد سوم تنها مى�تواند 
به اين ترتيب، جواب�ها عبارت�اند از:

  (0, −1,0) ،  (−1,0,0) ،  (0,0,1) ،  (0,1,0) ،  (1,0,0) ،  (0,0,0)

,0,0)  و  −1)

 با جمع سه معادله به دست مى�آوريم:.٧

  2x +2y +2z = 6.6

درنتيجه:
  x + y + z = 3. 3

تفريق معادلات اوليه از اين معادله، دستگاه هم�ارز زيـر را
به�دست مى�دهد:

  y{ } + z  = 2.2

  x{ } + y  =1.1

  z{ } + x  =0

}y  جـواب�هــاى اولــيــن مــعــادلــه  } z   و 0.2=  = 2،
}x  جواب�هاى دومين معادله  } y   و 0.1=   و جواب�هاى1=

}z  سومين معادلـه  } x   و 0=   هستند. درنتيجـه، جـواب0=
x  دستگاه عبارت است از:  =0.1 ،  y z   و 1.2= = 2.

)T. Anderscu، طرح از ١٩٧٩(مسابقه�ى رياضى رومانى 

 فرض مى�كنيم:.٨
  s = x1 + x2 + x3 + x4

در اين صورت دستگاه مى�شود:
  (s − x4 )x4 = a

  (s − x3 )x3 = a

  (s − x2)x2 = a

  (s − x1)x1 = a

كه هم�ارز مورد زير است:
  k =1,2, x    و  3,4

2
k − sxk + a =0

 جواب�هاى معادله�ىx4   و x1 ،  x2 ،  x3  نتيجه مى�شود كه 
زيرند:

  u
2 − su + a =0

 حالت ممكن١٦ادامه�ى كار بديهى است. به جاى اين�كه 
را به�طور جداگانه تحليل كنيم، به�طريق زير اقدام مى�كنيم:

x1  اگر  = x2 = x3 = x4 هر ،xi برابر   s /  است. با قرار4
s  دادن اين رابطه در هريك از معادلات داريم:  =  كه در∞±4

3x2   يكى از جواب�هاى معـادلـه�ى αآن  = a به�خاطـر( است
.) معنى نداردa مختلط است و بنابراين نماد aداشته باشيد كه 

α)اين حالـت بـه دو جـواب  ,α ,α ,α ,α−) و ( −α, −α, −α)

مى�انجامد.
x1   ً متمايز باشنـد، مـثـلاxiاگر دو  ≠ x2،آن�گاه اين دو ،
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u  ريشه�هـاى مـعـادلـه�ى 
2 − su + a  مى�شونـد و بـنـابـرايـن0=

 است. در اين صورت داريم:sمجموعشان 
  x3 + x4 =0

بررسى دو حالت كافى است.
x3  اگر  ≠ x4:باشد، همين استـدلال نـشـان مـى�دهـد كـه 

  x3 + x4 = s درنتيجه .  s ,x1)  ، و چهار�تايى 0= x2, x3 , x4 )

,β)به صورت  −β,β, −β) است كه در آن βيكى از جواب�هاى 
x  معـادلـه�ى 

2 + a  است. از تقـارن، شـش جـواب زيـر را0=
به�دست مى�آوريم:

(β, −β,β, −β), (β,β, −β, −β)(β, −β, −β,β), (−β,β,β, −β),

(−β,β, −β,β), (−β, −β,β,β)

x1  اگر داشته باشـيـم:  ≠ x2 و   x3 = x4آن�گاه خواهـيـم ،
x3  داشت:  = x4  برابـرxi. اين مستلزم آن است كـه سـه 0=

a   باشد. اما اين حالت، اگر و تنها اگـر sصفر و چهارمى  =0

باشد، امكان�پذير است. در ايـن حـال، جـواب�هـاى اضـافـى
  (0,0,0, s) 0,0)   و, s,0) 0)   و, s,0,0) و   (s,0,0,0) را با sاى به�دست�

مى�آوريم كه عددى مختلط است.
)T.Cuculescu، طرح از ١٩٧٦ رومانى، IMO(امتحان انتخابى 

 يكى از(0,0,0,0,0)   توجه داشته باشيـد كـه راه�حل اول: .٩
x5   و x1 ،  x2 ،  x3 ،  x4  جواب�هـاسـت. فـرض مـى�كـنـيـم 

جواب�هاى نابديهى هستند. بنابراين:
  ∑(ak − k3 )xk =0

و:
  ∑(ak3 − k5 )xk =0

داريم:

  
∑

k2≤a
(a − k 2 )kxk = ∑

k2>a
(a − k 2 )kxk

  
∑

k2≤a
(a − k 2 )k 3 xk = ∑

k2>a
(a − k 2 )k 3 xk

اما:

  
∑(a − k

2

)k
3

x
k

≤ a ∑(a − k
2

)kx
k

  
= a ∑

k2>a
(a − k 2 )kxk ≤ ∑

k2>a
(a − k 2 )k 3 xk

از آن�جـا كـه جـمـلـه�هـاى اول و آخـر بـرابـرنـد، جــمــيــع
علامت�هاى نابرابرى، در�واقع بـرابـرى�انـد. در ايـن صـورت

داريم:

  
∑

k2>a
a(a − k 2 )kxk = ∑

k2>a
k 2 (a − k 2 )kx4

k  اما به ازاى 
2 > a:داريم 

  a(k2 − a)kxk > k2(k2 − a)kxk

كه در تركيب با نابرابرى فوق، نشان مـى�دهـد كـه بـه ازاى
  k

2 > a :داريم   xk =0.
k  استدلالى مشابه نشـان مـى�دهـد، اگـر 

2 < a و   ak =0،
بـنـابـرايـن بـراى ايـن�كـه دسـتـگـاه جـواب نـابـديـهـى را قـبــول

٢٥ و �١٦، �٩، �٤، ١ برابر يكى از مربع�هاى كامل aكند، بايد 
باشد.

m   يا ٥توجه داشته باشيد كه اگر به�ازاى  =1,2,  داشته3,4
a  باشيـم  = m2 آن�گاه بـه�ازاى ،k ≠ m و   xk =0 ،xm = m

يك جواب خواهد بود.
،x1 ،  x2 ،  x3   مانند قبل، فرض مى�كـنـيـم راه�حل دوم:

  x4 و   x5جواب�هايى نابديهى باشند. از معادلات دستگاه نتيجه 
مى�شود:

  
( ∑

k =1

5
k3xk )2 = ( ∑

k =1

5
kxk )( ∑

k =1

5
k5xk )

از طرف ديگر، نابرابرى كوشى�ـ شوارتز، چـون در مـورد
دنباله�هاى

    
k5xk{ }

k =1,L,5
  و  

    
kxk{ }

k =1,L,5

به كار �رود، مى�دهد:

  
( ∑

k =1

5
k3xk )2 ≤ ( ∑

k =1

5
kxk )( ∑

k =1

5
k5xk )

رابطه�ى استنتاج شده در فوق نشان مى�دهد، در نابـرابـرى
 ـشوارتز، برابرى داريم و درنتيجه دو دنباله متناسب�اند. كوشى�

xk  به ازاى  ، داريم:0=

  

k5xk

kxk

= k2

و از آن�جا كه جميع اين مقادير متمايزند، نتيجه مى�شود كه
xk   داريم: k يك ًبه�ازاى دقيقا ≠ . مانند قبل درمى�يابيم، تنها0

.٢٥ و �١٦، �٩، �٤، ١ عبارت�اند از: aمقادير ممكن 
)١٩٧٩(المپياد بين�المللى رياضى بيست�و�يكم، 

  k
2 a≤   k

2 a≤
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 دستگاه را مى�توان به�صورت زير دوباره�نويسى كرد:.١٠

  (y − 3)3 = y3 − x3

  (z − 3)3 = z3 − y3

  (x − 3) = x3 − z3

با جمع آن�ها خواهيم داشت:
  (x − 3)3 + (y − 3)3 + (z − 3)3 =0

بدون از دست رفتن كليت كار، مى�تـوان فـرض كـرد كـه:
  x ≥ . از سومين معادله�ى دستگاه اوليه درمى�يابيم:3

  z
3 −27 = 9x(x − 3)

از اين�رو:
  z ≥ 3

y    به همين ترتيب،  ≥ ، و برقرارى نابرابرى فوق مستلزم3
آن است كه تنها جواب ممكن عبارت باشد از:

  x = y = z = 3

 با جمـع مـعـادلـه�ى سـوم بـا اول، و تـفـريـق از دوم،.١١
خواهيم داشت:

  

2ax = (x − y)2 + (z − x)2 − (y − z)2

= 2(x2 − xy − xz + yz)

با تجزيه�ى اين عبارت به�دست مى�آوريم:
ax = (x − y)(x − z)

با روشى مشابه به�دست مى�آوريم:
cz = (z − x)(z − y)  و  by = (y − z)(y − x)

,x)اكنون فرض مى�كنيم  y, z)يك جواب باشد. بـدون از 
xدست دادن كليت كار، مى�توان فـرض كـرد:  ≥ y ≥ zدر .

اين صورت:
  by = (y − z)(y − x) ≤0

و
  cz = (z − x)(z − y) ≥0

b  و شــرايـــط  c   و 0<  مــســتـــلـــزم آن اســـت كـــه:0<
  y ≤0≤ z ≤ y.

y  به اين ترتيب داريم:  = z ax   و 0= = x2بنابراين، در .
. بنابـر(a,0,0)   و (0,0,0)  اين حالت جواب�ها عـبـارت�انـد از: 

تقارن، جميع جواب�ها عبارت�اند از:
  (0,0, c) 0)   و, b,0) و   (a,0,0) (0,0,0)   و

)١٩٨٤(المپياد رياضى بالكان، 

 مربع كردن هر معادله و تفريـق از حـاصـل�ضـرب دو.١٢
معادله�ى ديگر مى�دهد:

  a
2 − bc = x(x3 + y3 + z3 − 3xyz)

  b
2 − ca = y(x3 + y3 + z3 − 3xyz)

  c
2 − ab = z(x3 + y3 + z3 − 3xyz)

فرض مى�كنيم:
  k = x3 + y3 + z3 − 3xyz

در اين صورت:
  (a

2 − bc)2 − (b2 − ca)(c2 − ab) = k2(x2 − yz) = k2a

محاسبه�ى مشابهى كه دستگاه فوق به�دست مى�دهد، نشان
مى�دهد كه عبارت سمت چپ عبارت است از:

   a(a3 + b3 + c3 − 3abc)

AMو مورد اخير، با توجه بـه نـابـرابـرى  − GMمثـبـت ،
است. درنتيجه:

  k = ± a3 + b3 + c3 − 3abc

 يكى) عبارت�اندkو دو جواب دستگاه (به�ازاى هر انتخاب 
از:

  
z = c2 − ab

k
 و 

  
y = b2 − ca

k
 و 

  
x = a2 − bc

k

 براى المپياد بين�الملـلـى ريـاضـى ايـالاتk.kedlaya(طرح از 
)١٩٩٨متحده، 


