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دكتر احمد شرف�الدين ● چند مسئله در جبر
 هندسه و هندسه�ى تحليلى

.....................................مسئله�ى جبر 
x  تعداد ( ، …،a1،  a2   دوبه�دو متمايـز ِ)  عدد حقيقـى1+

  an+1 و متغير حقيقى xرا در نظر مى�گيريم و مجموعه�ى زير را 
x  بـا عـضــوهــاى  − a1 ،   x − a2 ،… ،  x − an+1تـشـكــيــل 

مى�دهيم:
  E = x − a1, x − a2, ..., x − an , x − an+1{ }

n تا انتخاب مى�كنيم و هر  n تا E ،nاز اعضاى مجموعه�ى 

عـضـو انـتـخـاب شـده را در هـم ضـرب مـى�كـنـيــم. ســپــس
fحاصل�ضرب�ها را باهم جمع مى�كنـيـم و مـجـمـوع را  n (x)

مى�ناميم:
 جواب حقيقـى دوبـه�دوnثابت كنيد معـادلـه�ى زيـر داراى  

متمايز است:
  f n (x) =0

.........................................هان دو بر
هان اولبر

بــدون كــاســتــه شــدن از كــلــيـــت اســـتـــدلال فـــرض
a1  مى�كنيم: < a2 <...< an+1 چندجملـه�اى   f n (x)  شامل0=

)  n  حاصل�ضرب است. فقط يكى از اين حاصل�ضرب�ها)1+
x  شـامـل ( − a1(نيـسـت و آن حـاصـل�ضـرب بـه�صـورت زيـر 

 است:
  (x − a2)(x − a3 )(x − a4 )...(x − an+1)

هم�چنين، فقط يكى از حاصل�ضرب�هاى يادشـده شـامـل
)  x − a2(:نيست كه به�صورت زير است 

  (x − a1)(x − a3 )(x − a4 )...(x − an+1)

fدو رابطه�ى زير را در نظر مى�گيريم (در تابع  n (x)يك�بار 
 مى�گذاريم:a2   و يك�بارx ،  a1به�جاى  

  

f n (a1) = (a1 − a2)(a1 − a3 )(a1 − a4 )...(a1 − an+1)

f n (a2) = (a2 − a1)(a2 − a3 )(a2 − a4 )...(a2 − an+1)




از دو رابطه�ى بالا، رابطه�ى زير به�دست مى�آيد:

  

f n (a1). f n (a2) = (a1 − a2)(a2 − a1)

× (a1 − a3 )(a2 − a3 )[ ]  (a1 − a4 )(a2 − a4 )[ ]
×...× (a1 − an+1)(a2 − an+1)[ ]

 چـونًمقدار داخل هـر كـروشـه مـثـبـت اسـت، زيـرا مـثـلا
  a1 < a2 < a3 پس   (a1 − a3 )(a2 − a3 ) >0.
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a1)  عبارت جلوى كروشه�ى اول، يعـنـى  − a2)(a2 − a1)

f  منفـى اسـت. پـس  n (a1)f n (a2) f. تابـع 0> n (x)پيوسـتـه 
است، زيرا يك چندجمله�اى است. بنابراين، چندجـمـلـه�اى

f n (x) حداقل به ازاى يك مقدار بين  a1 و   a2صفر مى�شود. با 
همين شيوه�ى استدلال نتيجه مى�شود، چندجمله�اى مذكور در

,a2  هر يك از فاصله�هاى ( a3() ،  a3 , a4() و … ،  an , an+1(
,a1  حداقل يك ريشه دارد. اما در هر يك از فاصله�هاى ( a2(،

  (a2, a3 an  �(،… و ( , an+1( معـادلـه�ى ،  f n (x)  فقـط يـك0=
ريشه دارد، نه بيشـتـر. زيـرا در غـيـر ايـن�صـورت بـه تـنـاقـض

مى�رسيم.
 ��ريشـه بـاشـد، ازnمى�دانيم هر چـنـدجـمـلـه�اى كـه داراى 

 است. اگر فرض كنيم كه يك چندجمله�اى درجه�ىnدرجه�ى 
n داراى   (x α1 ،  α2 ، … ،α   ريشه�ى (1+ n و   α n+1،باشد 

اين معادله را مى�توان به�صورت زير نوشت:
  (x − α1)(x − α2)...(x − αn )(x − αn+1) =0

n)  و اين معادله از درجه�ى  تناقض).( است (1+

مهان دوبر
عبارت زير را تشكيل مى�دهيم:

  

q(x) = f n (x)

(x − a1)(x − a2)...(x − an+1)

       = 1
x − a1

+ 1
x − a2

+...+ 1
x − an+1

x  خط�هـاى = a1 ،  x = a2 و … ،  x = an+1مجانب�هـاى 
  هستند.q(x)قائم نمودار تابع 

 چنين است:x نسبت به  q(x)مشتق تابع 

  
q' (x) = − 1

(x − a1)2 − 1

(x − a2)2 −  ...  − 1

(x − an+1)2

مشتق منفى است و لذا تابع نزولى است.
,a1)   در فاصله�ى ًرفتار تابع را در يكى از فاصله�ها مثلا a2)

نشان مى�دهيم. تابـع در ايـن فـاصـلـه نـزولـى اسـت و دو خـط
  x1 = a1 و  x2 = a2دو مـجـانـب نـمـودار هـسـتــنــد. بــه ازاى 

  x = a1 + ε )�ε مـقـدار مـثـبـت بـى�نـهـايـت كــوچــك فــرض��
مـى�شـود)، مـقـدار تـابـع بـى�نـهـايـت بـزرگ اسـت. بــه ازاى

  x = a2 − εمقدار تابع منفى است و قدرمطلـق آن بـى�نـهـايـت 
f  بزرگ. نتيجه مى�شـود كـه مـعـادلـه�ى  n (x)  در فاصلـه�ى0=

  (a1, a2).يك جواب و فقط يك جواب دارد 
f  معادلـه�ى  n (x) ,a2)    در هر يك از فاصلـه�هـاى0= a3 )،

  (a3 , a4 an)  ، … و ( , an+1)،داراى جواب يكتاست. بنابراين 
 جواب دارد.nمعادله�ى موردنظر 

نمودار معادله به شكل زير است:

..........................ضلعى مسئله�اى در چهار
 را در نظر مى�گيريـم (شـكـل زيـر).ABCDچهارضلـعـى 

 و نقطه�ى برخـورد دوE را CD و ABنقطه�ى برخورد دو خـط 
 مى�ناميم.F را BC و ADخط 

ADE و ABF ثابت كنيد دايره�هاى محيطى دو مثلث ال�)

 يكديگر را قطع مى�كنند.EFروى خط 
 ثابت كنيد رابطه�ى زير مسلم است:ب)

)١(  EA.EB + FA.FD = EA
2

 را در نـظــرCE و BE، دو  ارتـفــاع ABC در مـثـلــث پ)
مى�گيريم. ثابت كنيد رابطه�ى زير محقق است:

)٢(  BC
2 = BA.BF + CA.CE

............................................هان بر
 را با خطADE نقطه�ى برخورد دايره�ى محيطى مثلث ال�)

EF نقطـه�ى  M مى�ناميم. ثابت مى�كـنـيـم دو زاويـه�ى ADEو 
AME روبه�روى يك كمان�اند. زاويـه�ى ABFمكمل زاويه�ى  
ADE است و زاويه�ى AMF مكمل زاويه�ى ADEاست. پس 

M برابرند. نتيجه مى�شود كه نقطه�ى AMF و ABFدو زاويه�ى 

 قرار دارد.ABFروى دايره�ى محيطى مثلث 

f n (x)
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 متشابهند، زيراEFB و EAM ثابت مى�كنيم دو مثلث ب)
EFB و EMA در هر مثلث مشترك�است. دو زاويه�ى Eزاويه�ى 

، دوABMFبرابرند، زيرا در دايره�ى محيطـى چـهـارضـلـعـى 
 قرار دارند. از تشابه� ايـنEMزاويه�ى يادشده، مقابل به كمان 

دو مثلث، رابطه�ى زير نتيجه مى�شود:
EB
EF

= EM
EA

از اين تساوى رابطه�ى زير به�دست مى�آيد:
)٣( EA.EB = EF.EM

با همين شيوه�ى استدلال، درستى رابـطـه�ى زيـر را ثـابـت
مى�كنيم:

)٤(FA.FD = FM.FE

، رابطه�ى زير را مى�نويسيم:٤ و ٣به كمك دو رابطه�ى 
  EA.EB + FA.FD = EF

2

 ثابت مى�شود.٢ به كمك حكم پ، رابطه�ى پ)

.....................اويه خاصيتى از مثلث قائم�الز
مى�خواهيم يكى از خاصيت�هاى مثلث قائم�الزاويه را از سه

راه ثابت مى�كنيم:
 رأس زاويه�ىA كه ABC در مثلث قائم�الـزاويـه�ى قضيـه:

 ارتفاع است، رابطه�ى زير بين طول�هاى دو ضلعAHقائمه و 
زاويه�ى قائمه و ارتفاع وجود دارد:

)١(
  

1

AH
2 = 1

AB
2 + 1

AC
2

............................................هان بر
 دو رابطه�ى زير را مى�نويسيم:ال�) اثبات با مثلثات:

AH
AB

= sin B

AH
AC

= sin C










 است، نتيجه مى�شود:C متمم زاويه�ى Bچون زاويه�ى 

  

AH
2

AB
2 + AH

2

AC
2 = sin2 B + Cos2B =1 )٢(

 به�دست مى�آيد.١، رابطه�ى ٢از رابطه�ى 

،oxy در دستگاه مختصات ب) برهان با هندسه�ى تحليلى:
 را در نظر مى�گيريم.طول ارتفـاعB(o,b) و A(a,o)دو نقطه�ى 

OH را h:مى�ناميم. مى�خواهيم ثابت كنيم 

)١(       
  

1

h2 = 1

a2 + 1

b2

B(o,b) و A(a,o)، دو نقطه�ى oxy  در دستگاه مختصـات 

 مى�ناميم. معادلـه�h را OHرا در نظر مى�گيريم. طول ارتـفـاع 
 چنين است:ABخط 

)٢( 
  

x
a

+ y
b

=1

,M(x0  مى�دانيم كه فاصله�ى نقطـه  y0)از خط به معادله�ى 
  ax + by + c  از دستور زير به�دست مى�آيد:0=

)٣( 
  

ax0 + by0 + c

a2 + b2

 را از دستورOAB، ارتفاع مثلث قائم�الزاويـه�ى OHطول 
 حساب مى�كنيم. اين چنين:٣

)٤( 
  

OH =

1
a

×0+ 1
b

×0−1

1

a2 + 1

b2

 به�دست مى�آيد.١، رابطه�ى مطلوب ٤از رابطه�ى 
A كه ABC: در مثلث قائـم�الـزاويـه�ى پ) برهان هنـدسـى

 را بهAH و AB ،ACرأس زاويه�ى قائمه است و طول�هاى 
 مى�ناميم، دو رابطه�ى زيرا را مى�نويسيم:h و c ،bترتيب 

)فيثاغورس(قضيه�ى 

  

b2 + c2 = a2

bc = ah



 (با به�كارگيرى مساحت مثلث)
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از دو رابطه�ى بالا، رابطه�ى زير حاصل مى�شود:

  

1

b2 + 1

c2 = 1

h2

...................جهى سه قائمه  حكمى در چهار و
 را درSABC چهار�وجهـى تعري� چهار�وجهى سه�قائـمـه.

، سه قائمه مى�نامند؛ اگر هر يك از سه زاويه�ى اطرافSرأس 
 قائمه باشند.CSA و ASB ،BSCيعنى سه زاويه�ى S رأس 

حكم چنين است :
 سه قائمه اسـت، درS را كه در رأس SABCچهار�وجهـى 

 مى�ناميم. ثابت كـنـيـدSH را Sنظر مى�گيريم و ارتـفـاع رأس 
رابطه�ى زير محقق است:

)١( 
  

1

SH
2 = 1

SA
2 + 1

SB
2 + 1

SC
2

..........................................١هان بر
ال�) برهان با به�كارگيرى هندسه�ى تحليلى

,A(a,0,0) ،  B(0   و نقاط oxyzدستگاه مختصات  b,0)و 
  C(0,0, c) را در نظر مى�گيريم. عمود OH را بر صفحه�ى ABC

وارد مى�كنيم:

 چنين است:ABCمعادله�ى صفحه�ى 

)٢( 
  

x
a

+ y
b

+ z
c

=1

,M(x0  مى�دانيم كه فاصله�ى نقـطـه�ى  y0, z0)از صفحـه�ى 
  ax + by + cz  چنين است:1=

)٣( 
  

ax0 + by0 + cz0 −1

a2 + b2 + c2

 را از صفحـه� بـهo، فاصله�ى نـقـطـه�ى ٣به كمك دسـتـور 
 حساب مى�كنيم:٢معادله�ى 

)٤(
  

′o H =

1
a

x ×0+ 1
b

×0+ 1
c

×0−1

1

a2 + 1

b2 + 1

c2

 به�دست مى�آيد.١، رابطه�ى مطلوب ٤از تساوى 

، سه قائمـه درSABC چهار�وجهى سه قائـمـه�ى .٢برهان
 وSB بر دو خـط AS را در نظر مى�گيريم. چـون خـط Sرأس  

SC از صفحه�ى π =SBC عمود است، پس خط ASبر تمام 
 عمود است.BC از جمله بر خط πخط�هاى صفحه�ى 

 عمودBC را بر خط SL خط S، از نقطه�ى πدر صفحه�ى 
 عمودABC را بر صفحـه�ى SH، خط Sمى�كنيم. از نقـطـه�ى 

 ارتفاع مثلثALمى�كنيم. اكنون مى�خواهيم ثابت كنيـم خـط 
ABC است و نقطه�ى H كه پاى ارتفاع هرم SABCاست، روى 
، بهBC را روى خـط Q و P قرار دارد. دو نـقـطـه�ى ALخـط 

ASPQ اختيار مى�كنيم. هرم Lفاصله�هاى مساوى از نقطـه�ى 

 متـقـارن اسـت. بـراى درك آسـانASLنسبـت بـه صـفـحـه�ى 
 را قاعده�ى هرم درAPQ  را رأس  و مثلـث Aمطلب، نقطه�ى 

نظر بگيريم و توجه داشته باشيم كه هرم ياد شده قائم است (خط
AS بر قاعده�ى SPQ.(عمود است 

 وارد كنيـم،APQ را بر صفحه�ى SHبنابراين، اگر عمـود 
، پاىH قرار مى�گيرد. نتيجه آن�كه نقطـه�ى ASPدر صفحه�ى 

H
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 وارد مى�شود، بـرABC بر صفحـه�ى Sعمودى كه از نقطـه�ى 
 مى�گذرد.ABCنقطه�ى تقاطع سه ارتفاع مثلث 

SABC را ثابت مى�كنيم. در شكل زير، ١اكنون رابطه�ى 

 قائمه�اند.Sيك هرم است كه زاويه�هاى رأس 

ABC، نقطه�ى برخوردار سـه ارتـفـاع مـثـلـث H نقـطـه�ى 

 مى�گذرد. ارتفاع رأسH هرم از نقطه�ى Sاست. ارتفاع رأس 
S از مثلث SBC و ارتفاع رأس A از مثلث ABC يكديگر را ،

 قطع مى�كنند. (اين مطلب در سطرهاى گذشتـهBCروى خط 
ثابت شده است).

، بـه تـرتـيــبASL و SBCدر دو مـثـلـث قـائـم�الـزاويـه�ى 
رابطه�هاى زير را مى�نويسيم:

  

1

SB
2 + 1

SC
2 = 1

SL
2

  

1

SA
2 + 1

SL
2 = 1

SH
2

 به�دست مى�آيد.١از دو رابطه�ى بالا، رابطه�ى 

............................................ه تبصر
 قائمه است، اين رابطه�ىA كه زاويه�ىABC در مثلث ال�)

برقرار است:
)١(   AB

2 + AC
2 = BC

2

 برقرار بـاشـد،١ رابطـه�ى ABCبرعكس، اگر در مـثـلـث 
 قائمه است. به�عبارت ديگر، شرط لازم و كافى براىAزاويه�ى 

 قائمه بـاشـد، آن اسـت  كـه A زاويـه�ى ABCآن��كه در مثـلـث 
 برقرار باشد.١رابطه�ى 

 ارتفاع است، رابطه�ى زيرAH كه ABCب) اگر در مثلث 
 قائمه است؟Aبرقرار باشد، آيا زاويه�ى 

)٢(
  

1

AB
2 + 1

AC
2 = 1

AH
2

AH قائمـه و A كه زاويـه�ى ABCثابت كرديم، در مثـلـث 

 برقرار است. عكس اين حكم صحيح٢ارتفاع است، رابطه�ى 
 ارتفاع است، رابطه�ىAH كه ABCنيست، يعنى اگر در مثلث 

 قائمه نيست. در سطـرهـاىً الزامـاA برقرار باشد، زاويـه�ى ٢
باره توضيح مى�دهيم: آينده، در اين

 و نقطه�ى متحرك C و B، دو نقطه�ى ثابت pدر صفحه�ى 
A را درنظر مى�گيريم و پاى عمود وارد از نقطه�ى A بر خط BC

 به�طورىA مى�ناميم. مطلوب است مكان هندسى نقطه�ى Hرا 
 برقرار باشد.٢كه رابطه�ى 

 را طورى انتـخـابxy دستگاه مخـتـصـات دكـارتـى حـل.
 منطبق باشد و مبدأ آن نقطه�ىBCها بر خط xمى�كنيم كه محور 

O وسط پاره�خـط BC  باشد. طول پاره�خـط AB ٢ راaفرض 
 به�صورت زير نوشته مى�شود:٢مى�كنيم. رابطه�ى 

)٣(
  

1

y2 = 1

(x − a)2 + y2 + 1

(x + a)2 + y2

 پس از عمل�هاى جبرى متعددى، بـه�صـورت٣معادلـه�ى 
زير در مى�آيد:

)٤(   (x2 + y2 − a2)(x2 − y2 − a2) =0

 نتيجه مى�شود:٤از معادله�ى 
)٥(     x

2 + y2 − a2 =0

  يا
)٦(    x

2 − y2 − a2 =0

،٦ است و نمودار BC دايره�اى به�قطـر ٥نمودار معادله�ى 
 است. پـسC و Bيك هذلولى متساوى�الساقين بـا رأس�هـاى 

 صدق كند، عبـارت٢ كه در رابطه�ى Aمكان هندسى نقطـه�ى 
 و هذلولى متساوى�الساقينى BCاست از اجتماع دايره�اى به قطر 

 در شكل زير رسم شـده٤. نمودار معادله�ى C و Bبا دو رأس 
است.

S


