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عه�هاى�فازىى مجمو�نظريه

∂

آغازسر
مـغـز انـسـان مـمـلـو از مـفـاهـيـم فـازى اسـت. انـسـان بــا
مجموعه"هاى فازى فكر مى"كند و هر"كدام از مرزهاى فازى خود
را با روش"هاى متفاوت تعري. و مشخص مـى"كـنـد. اجـزاى
جهان را در قالب مجموعه"هاى فازى انباشته مى"كند و سپس به
استدلال روى آن"ها مى"پردازد. اين همان چيـزى اسـت كـه بـه
منطق فازى شهرت دارد. اين منطق، رايانه"ها را به فكر كـردن
روى مجموعه"هاى فازى وامى"دارد و به پيشرفتى مى"انجامد كه
نتيجه"ى آن قدرت استدلال رايانه"ها به كمك مجموعه"هاى فازى
است. در جهان، هر چيزى درجه"بندى شده است. حتى اعداد
كه بيانگر دقت هستند، مى"توانند به شـكـل فـازى مـدل"سـازى
شوند و اعداد فازى را پديد آورند. درواقع مـنـظـور از مـنـطـق
فازى، استدلال كردن با اعداد فازى و مـجـمـوعـه"هـاى فـازى
است. در اين حالت، بايد بتوانيم رايانه"اى طراحى كنيم كه قادر
باشد با اعداد فازى در قالب جملات شرطى بـه"صـورت اگـر"ـ
آن"گاه يا قوانين تجربى، به استدلال بپردازد. مـجـمـوعـه"هـاى
فازى زمانى مطرح مى"شوند كه يك مرز مبهم و نامشخص وجود

) يكA) و نبودن (نه Aداشته باشد. در اين حالت، بين بودن (
تلاقى رخ مى"دهد و اين حالت نمى"تواند با مـنـطـق دو ارزشـى

تفسير شود. براى مثال، كلاسى را در نظر بـگـيـريـد كـه در آن
معلم از دانش"آموزان سؤالاتى از اين قبيل مى"پرسد: كدام يك
از شما گرمتان است؟ كدام يك خوش"حال هستيد؟ چه كسانى
خود را موفق و خوش"بخت مى"دانند؟ چند نفر از شما قد بلنـد

هستيد؟ كدامتان براى امتحان آمادگى داريد؟…
در اين حالت، اگر برخى از محصلان دست"هـاى خـود را

 بالا نبرند و هم"چـنـيـن بـرخـىًكامل بالا ببرنـد و بـرخـى اصـلا
دست"هاى خود را كمى بالا ببرند و برخى نيز نه به"طـور كـامـل
بالا ببرند، نمى"توان با يك قانون دقيق و قطعى، حد فـاصـلـى
براى احساس گرما كردن يا نكردن، خوش"حال بودن يا نبودن،
موفق بودن يا نبودن و امثال آن"ها قائل شد. تنها در محيط منطق
فازى مى"توان اين مفاهيم را بررسى كرد. در اين بحث، ابتـدا

 را معرفى و در ادامه يكى از اصول بنيـاديـنLRعدد فازى نوع 
 را مطرح١نظريه"ى مجموعه"هاى فازى با عنوان «اصل گسترش»

مى"كنيم.
يادآورى مى"كنيم كه يك عدد فازى، مجموعه"ى فازى روى
خط حقيقى با تابـع عـضـويـت پـيـوسـتـه، مـحـدب، نـرمـال و
تكيه"گاهى كران"دار است. در اين حالت، مقدار تابع عضويت

]c,dدر خارج از بازه"اى چون  a صفر است و دو عدد حقيقى [
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c وجود دارند كه bو  ≤ a ≤ b ≤ d و تابع عضويت روى c,a[ ]
]b,dبه"طور يكنواخـت صـعـودى و روى   به"طور يكـنـواخـت[

نزولى است. در اين حالت، مقدار تابع عضويت به ا زاى هـر
x ∈ a, b[ ). در صورتـى كـه تـكـيـه"گـاه١شكـل ( يـك اسـت [

مجموعه"اى بيكران باشد، در برخى از كتاب"هاى فازى، به آن
 وa گفته مى"شود. در اين حالت، اعداد حقيقى ٢عدد شبه"فازى

b كه a ≤ b وجود دارند كه بـراى هـر x ∈ a, b[ ، مقدار تابـع[
عــضــويــت يــك اســت. هــم"چــنــيــن 

  
lim

x→+∞
µ

Ã
(x)  و0=

  
lim

x→−∞
µ

Ã
(x) ).٢شكل ( 0=

با تكيه"گاه( Ã در صورتى كه تابع عضويت عدد فازى تعري#:
 را يك عددÃكران"دار) داراى نمايش كلى زير باشـد، آن"گـاه 

 مى"گوييمLRفازى از نوع 

  

µ
Ã

(x) =
L(

a − x
α

) a − α ≤ x ≤ a

1 a ≤ x ≤ b

R(
x − b
β

) b ≤ x ≤ b + β










:L  كه در آن  0,1[ ] → 0,1[ :R   و [ 0,1[ ] → 0,1[  توابعى پيوسته[
L(0)  و ناصعودى با خاصـيـت  = R(0) L(1)   و 1= = R(1) =0

 هستند. در اين حالـت٣موسوم به توابع مرجع يا توابـع شـكـل
Ãمى"نويسيم  = (a, b,α ,β)LR.

يا گستره)ى چپ و( به"ترتيب پهنا β و αبه دو عدد مثبت 
 به"صـورتÃپهناى راست مى"گوييم. تـكـيـه"گـاه عـدد فـازى 

SupÃ = (a − α, b + β) ٣شكـل ( اسـت.(

 بـاÃهم"چنين، در صورتى كه تابع عضـويـت عـدد فـازى 
تكيه"گاه بى"كران (عدد شبه"فازى) داراى نمايش كلى زير باشد،

Ã را يك عدد فازى از نوع LR.مى"گوييم 

  

µ
Ã

(x) =
L(

a − x
α

) x ≤ a

1 a ≤ x ≤ b

R(
x − b
β

) x ≥ b










:L  كه در آن  0,+∞[ ] → 0,1[ :R   و [ 0,+∞[ ] → 0,1[  توابعى[
L(0)  پـيـوسـتــه و نــاصــعــودى بــا خــاصــيــت  = R(0)  و1=

  
lim

x→+∞
R(x) = lim

x→+∞
L(x)  هستند.0=

 راÃدر اين حالت نيز، مشـابـه حـالـت قـبـل، عـدد فـازى 
Ãبه"صورت  = (a, b,α ,β)LR ٤شكل ( نمايش مى"دهيم.(

 را چون به"ازاى كليه"ىLRگاهى اوقات عدد فازى از نـوع 
,aمقادير موجـود در  b[  داراى درجه"ى عضويت يك اسـت،[

 هم مى"گويند. در حالت خـاص، اگـرLRبازه"ى فازى از نوع 
a = b = mيعنى در حالتى كه فقط در يك نقـطـه مـقـدار تـابـع 

، شبه"مثلـثـى نـيـزLRعضويت يك باشد، بـه عـدد فـازى نـوع 
Ãمى"گويند. در اين حالت مى"نويسيم  = (m,α ,β)LRاعداد .

 معرفى شدند، حـالـت"هـاىًفازى مثلثى و ذوزنقه"اى كـه قـبـلا

نمونه�اى از يك عدد فازى با تكيه�گاه كران�دار١شكل 

 نمونه�اى از يك عدد فازى با تكيه�گاه بى�كران٢شكل 
(عدد شبه�فازى)

 با تكيه�گاهLRنمونه�اى از يك عدد فازى نـوع ٤شكل 
بى�كران

 با تـكـيـه�گـاهLR نمـونـه�اى از يـك عـدد فـازى ٣شكل 
كران�دار
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 هستند. در صورتى كه در تعري.LRخاصى از اعداد فازى نوع 
α  فـوق  = β Ã  ، عـدد 0= = (a, b,0,0)LRيك بازه"ى قـطـعـى 

,a(همان بازه"ى  b[ a و در صورتى كه در اين حالت )[ = b = m

Ã  عدد  = (m, m,0,0)LR همان عدد حقيـقـى( يك عدد قطعـى
m.است (

 عبارت"اند از:R و Lنمونه"هايى از ضابطه"ى توابع مرجـع 
)L براى معرفى تابع طـرف چـپ و Rبراى معرفى تابـع طـرف 

راست استفاده مى"شود.)

  

1
1+2 x

 و 
  
max 0,1− xp{ } (p e   و (0<

−x2 و e−x و 
  

1

1+ x2

L(x)  در حالتـى كـه  = R(x) = max 0,1− x{  عدد فـازى{
 همان عدد فازى ذوزنقه"اى را مشخص مى"كند كه اگـرLRنوع 

a = b = m.اين عدد همان عدد فازى مثلثى است 

LRاعمال روى اعداد فازى نوع 

(در حالت شبه�مثلثى)
 به"صورت كلىLR دو عدد فازى نـوع B̃ و Ãفرض كنيم 

Ã = (m,α ,β)LR و B̃ = (n,γ,δ)LR،باشند. در اين صورت 
جمع  و تفريق اين دو عدد فازى و نيز قرينه"ى يـك عـدد فـازى

 به"صورت زير تعري. مى"شود:LRنوع 
Ã ⊕ B̃ = (m + n,α + γ,β + δ)LR

−Ã = (−m,β,α )LR

Ã   B̃ = (m − n,α + δ,β + γ)LR

LRلازم به ذكر است، ضرب و تقسيم دو عدد فازى نـوع 

 نيست، ولى به"صورتLR به"صورت يك عدد فازى نوع ًلزوما
 برابر گرفت.LRتقريبى مى"توان آن"ها را با يك عدد فازى نوع 
 تـعـريـ.B̃ و Ãبراى نمـونـه در زيـر، ضـرب دو عـدد فـازى 

شده"اند. براى عمل تقسيم، علاقه"مندان مى"توانند به كتاب"هاى
 مراجعه كنند.٥مرجع فازى نظير مرجع 

 فـــرض كــــنــــيــــد مـــثــــال:
  
L(x) = R(x) = 1

1+ x2
 و

  Ã = (1,0/ 5,0/ 8)LR و   B̃ = (2,0/ 6,0/ 2)LRدر ايـــــــــــن .
حالت:

  

µ
Ã

(x) =

L(
1− x
0/ 5

) = 1

1+ (
1− x
0/ 5

)2
= 1

1+4(1− x)2    x ≤1

R(
x −1
0/ 8

) = 1

1+ (
x −1
0/ 8

)2
= 1

1+ 25
16

(x −1)2
 x ≥1














به همين ترتيب:

  

µ
B̃

(x) =

1

1+ 25
9

(2− x)2
   x ≤ 2

1

1+25(x −2)2     x ≥ 2













هم"چنين:
  −B̃ = (−2,0/ 2,0/ 6)LR

  Ã ⊕ B̃ = (1,0/ 5,0/ 8)LR ⊕ (2,0/ 6,0/ 2)LR = (3,1/1,1)LR

  Ã   B̃ = (1,0/ 5,0/ 8)LR    (2,0/ 6,0/ 2)LR = (−1,0/ 7,1/ 4)LR

 خواهيمB̃ و Ãو با توجه به مثبت بودن هر دو عدد فازى 
داشت:

  Ã ⊗ B̃ = (1,0/ 5,0/ 8)LR ⊗ (2,0/ 6,0/ 2)LR ≈ (2,1/ 6,1/ 8)LR

اصل گسترش يكى از مفاهيم اساسى و يك ابـزار مـهـم در
نظريه"ى مجموعه"هاى فازى است كه به كمك آن مى"توان مفاهيم
كلاسيك رياضى را به مـحـيـط فـازى تـعـمـيـم داد. در آنـالـيـز
رياضى، مفاهيمى نظير تابع، مشتق و انتگـرال را مـى"تـوان بـه
كمك اصل گسترش، به حالت فازى گسترش داد. ايـن اصـل

 و٣جين مطرح و سپس توسط لطفى عسگرزادهاولين"بار توسط 
 مورد استفاده قرار گرفـت.٥پريـد و ٤دوبويس

 مـجـمـوعـه"هــاىY و X فـرض  كـنـيـم، اصـل گـسـتـرش:
 بــاشـــدY بـــه X نــگـــاشـــتـــى از fقــطـــعـــى بـــاشـــنـــد و 

(f:X → Y) بـه"طــورى كــه بــراى x ∈ X ،f (x) = y ∈ Yو 
 باشـد. در ايـنX يك زيرمجـمـوعـه"ى فـازى Ãفرض كـنـيـم 

fصورت، تابع عضـويـت  (Ã)به"عنوان يك زيرمـجـمـوعـه"ى 
 به صورت زير تعري. مى"شود:Yفازى از 

  
µ

f (Ã)
(y) =

Sup  µ
Ã

(x)       f −1(y) ≠ φ

0





 در غير اين صورت                      

f  كه در آن 
−1(y) به معناى تصوير معكوس عـضـو y در Y

اگر
اگر 

  

Ã ⊗ B̃ ≈
(mn, mγ +nα , mδ +nβ)LR

(mn, nα − mδ, nβ −mγ)LR

(mn,−nβ −mδ,−nα − mγ)LR

 

Ã, B̃ >0

B̃ >0, Ã <0

Ã, B̃ <0







 اگر

مـلاحـظـه مـى"شـود، ضـرب ايـن دو عـدد فـازى تـعـريــ.
پيچيده"ترى دارد و به مثبت يا منفى بودن عدد وابسته است. بـه
اين ترتيب، اگر عدد فازى مثبت يا منفى نباشـد، ضـرب آن"هـا
قابل تعري. نيست. حالت كلى اعمال روى اعـداد فـازى نـوع

LRدر كتاب"هاى پيشرفته"ى مجموعه"هاى فازى مطرح شده"اند 
كه به علت پيچيدگى، در اين مقاله بررسى نمى"شوند.
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است، يعنى:

  
f −1(y) = x ∈ X f(x) = y{ }

 به معناى كوچك"ترين كـرانSupلازم به ذكر است، نمـاد 
 سوپرممًبالاى يك مجموعه و «سوپرمم» خوانده مى"شود. مثلا

]0,1  مـجـمـوعــه"ى   اسـت و سـوپـرمـم مـجـمـوعــه"ى١ عـدد (
  −1,0,1,2, 3,4{  است.٤ عدد {

در صورتى كه سوپرمم يك مجموعه عضو همان مجموعه
باشد، اين عدد همان ماكزيمم مجموعه خواهد بود. هم"چنين
اگر مجموعه"اى متناهى باشد، سوپرمم همان ماكزيمم يـعـنـى
بزرگ"ترين عضو آن مجموعه خواهد بود. به اين ترتيب، اگـر

f  مجموعه"ى 
−1(y) متناهى باشد، نماد Supدر صورت اصـل 

 تـبـديـل مـى"شـود.Maxگسـتـرش مـذكـور در بـالا، بـه نـمـاد 
 يك"نوا باشد، چون در اين حالتً اكيداfهم"چنين، اگر نگاشت 

f (Rfاعضاى موجـود در بـرد  X تنها تصـويـر يـك عـضـو از (

f  هستند، لذا 
−1(y)مجموعه"اى تك"عضوى است و مى"تـوان 

 را برداشت و تابع عضويت را در اصل گسترشMax يا Supنماد 

به شكل زير در نظر گرفت:

فرض كنيم  :١مثال 
  

f:  |R →  |R

f(x) = x2





 مجموعه"اى فازىÃ و 

با تابع عضويت زير باشد:

  

µ
Ã

(x) =

x −1
2

      1≤ x ≤ 3

5 − x
2

    3 ≤ x ≤ 5

0














در غير اين صورت                                                      

 است كه٣ ًاين تابع عضويت بيانگر عدد فازى مثلثى تقريبا
مى"توان آن را به صورت زير نيز نوشت:

  

µ
Ã

(x) =
1− 3 − x

2
      3 − x ≤ 2

0







                                        

در غير اين صورت

SuppÃ  با توجه به اين"كه  =  و به"ازاى مقادير موجود(1,5)
y   يك"به"يك است و چون fدر"اين"بازه تابـع  = x2 لذا x = y

y  كـه  f   يعنـى: 0≤
−1(y) = yبه"اين"ترتيـب، بـنـابـر اصـل .

گسترش داريم:

  
µ

f (Ã)
(y) = µ

Ã
( y ),  y ≥0

به اين ترتيب:

  

µ
f (Ã)

(y) =

y −1

2
,     1≤ y ≤ 9

5 − y

2
,  9 ≤ y ≤ 25

0
















                                           

 در غير اين صورت

كه مى"توان آن را به صورت زير نيز خلاصه كرد:

  

µ
f (Ã)

(y) = 1−
3 − y

2
,  3 − y ≤ 2, y ≥0

0









                 

در غير اين صورت

ملاحظه مى"كنيم، تابع عضويت فوق بـيـانـگـر عـدد فـازى
 بـه"صـورتÃ اسـت. عـدد فـازى مـثـلـثـى ٩ً مثـلـثـى تـقـريـبـا

  Ã = B̃ و عـدد فـازى مـثــلــثــى (3,2,2) = f (Ã)بـه"صـورت 

f (Ã)

 اصل گسترش براى يك تابع صعودى يكنواخت٥شكل 

  
µ

f (Ã)
(y) =

µ
Ã

(f −1(y))       y ∈ Rf

0





 در غير اين صورت                               

Rfكه  = y ∈ Y ∃ x ∈ X, f(x) = y{ }.
 نگاشتى يك به يـك بـاشـد، بـراىfبه عبارت ديگـر، اگـر 

y ∈ Rf :داريم 
  
µ

f (Ã)
(y) = µ

Ã
(f −1(y)) و اگـر fيك"به"يك 

 مى"تواند به"عـنـوانxنباشد، چون دو يا چند مقدار متـمـايـز در 
yتصوير معكوس عـضـو  ∈ Yنگاشته شود، بين مقادير تـابـع 

، مقـدارy در نقاط موجود در تصويـر مـعـكـوس Ãعضويـت 
fبزرگ"تر را به تابع عضويت  (Ã) در yنسبت مى"دهيم. شكل 

 تابعى صعـودىfزير، عملكرد اصل گسترش را در حالتى كـه 
است، نمايش مى"دهد.



سطهمتو

٣٨ دهمدوره	ى		نوز
٢شمـــاره	ى	

١٣٨٨مستانز

  B̃ =  است.(9,8,16)
البته نمى"توان گـفـت هـمـواره يـك عـدد فـازى مـثـلـثـى يـا
ذوزنقه"اى به يك عدد فازى مثلثى يا ذوزنقه"اى تصوير مى"شود

 و خواص اين تابع وابسته است. شكلfو اين به ضابطه"ى تابع 
زير، نتيجه"ى اجراى اصل گسترش را روى مثال فوق مشخص

f  مى"كند. در اين حالت مى"توان نوشت:  (Ã) = Ã2.

Ã   فرض كنيـم :٢مثال  = (−1,0/ 5), (0,0/ 8), (1,1), (2,0/ 4){ }

y  و  = f (x) = x2 در ايـــــن حــــــالــــــت .  x ∈ − 1,0,1,2{  و{
  y ∈ 1,0,4{ f  . بنابرايـن {

−1(y)مجموعه"اى متناهى بـراى هـر 
 خواهد بود. در اين حالت:yكدام از مقادير 

  

y =1⇒ f −1(1) = −1,1{ } ⇒ µ
f (Ã)

(1) = Maxµ
Ã

(x)

                                                          x ∈ f −1(y)
اگر 

  
= Max µ

Ã
(1),  µ

Ã
(−1){ } = Max 1,0/ 5{ } =1

  
y =0⇒ f −1(0) = 0{ } ⇒ µ

f (Ã)
(0) = µ

Ã
(0) =0/  اگر8

  
y = 4 ⇒ f −1(4) = 2{ } ⇒ µ

f (Ã)
(4) = µ

Ã
(2) =0/  اگر4

به اين ترتيب:
  B̃ = f (Ã) = (0,0/ 8), (1,1), (4,0/ 4){ }

λ   اگر نكتـه: ≠ f، عدد حقيـقـى و 0 (x) = λxتابعـى 
 يـــك عـــدد فـــازى بـــاشـــد، چــــونÃخـــطـــى و 

  
x = f −1(y) = 1

λ
y:بنابر اصل گسترش ،

µ
f (Ã)

(y) = Sup µ
Ã

(x) λx = y{ } = µ
Ã

(
y
λ

)

در اين حالت مى"توان نوشت:
f (Ã) = λÃ

λ   به"ازاى ًمثلا =  خواهيم داشت:5

  
y = f (x) = 5x ⇒ x = y

5

  
⇒ µ

f (Ã)
(y) = µ

Ã
(
y
5

)

 باشد، با جاى"گذارى١ همان عدد فازى مثال Ãحال اگر 

  

y
5

 خواهيم داشت:Ã در ضابطه"ى تابع عضويت x به جاى 

١اعمال اصل گسترش در مثال ٦شكل 

  

µ
5Ã

(y) =

y −5
10

,  5 ≤ y ≤15

25 − y
10

,  15 ≤ y ≤ 25

0














                                              

در غير اين صورت

ملاحظه مى"كنيم، تابع عضويت فوق بـيـانـگـر عـدد فـازى
 است. به اين ترتيب، طبق اصل گسترش عدد١٥ً مثلثى تقريبا

Ã  فـازى  =  بـا ضـابـطـه"ىf) تحـت تـابـع ٣ً تـقـريـبـا( (3,2,2)
  f (x) = 5x به عـدد فـازى   B̃ = f (Ã) =  نـگـاشـتـه(15,10,10)

مى"شود.

f   يك عدد فازى باشـد و Ãاگر  نكتـه: (x) =0. x =0

×0  آن"گاه تابـع عـضـويـت عـدد فـازى  Ãبـنـابـر اصـل 
گسترش به"صورت زير به"دست مى"آيد:

  
µ

f (Ã)
(y) = µ

0×Ã
(y) = Sup µ

Ã
(x)0. x = y{ } =

0    y ≠0

1    y =0



×0  يعنى:  Ã = õ.

 روىfاصل گسترش يك صـورت كـلـى"تـر دارد كـه در آن 
 مجموعه مرجع قطعى در نظر گرفـتـهnحاصل"ضرب دكارتـى 

مى"شود. علاقه"مندان مى"توانند براى مطالعه"ى بيشتر روى اين
اصل، به مراجع مذكور در انتهاى مقـالـه مـراجـعـه كـنـنـد. در

قسمت بعد، مباحثى ديگر از منطق فازى را مـى"آوريـم.

شت..............................................................پى�نو
ىكزان مراحد تهراد اسلامى و* عضو هيئت علمى دانشگاه آز

1. Extension Principle                           4. Dubois

2. Quasi Fuzzy number                         5. prade

3. Shape (Refrence) function
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