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،L و خـط B و A. آيـا بـراى دو نـقـطـه�ى مـتـمــايــز ١٠مـثــال 
 از آن بـه يــكB و A بـگـذرد و   Lصـفـحـه�اى وجـود دارد كــه بــر 

فاصله باشند؟ در حالت�هاى گوناگون چند جواب وجود دارد؟
مـسـئـلـه را بــا روش هــنــدســى و جــبــرى ـ مــخــتــصــاتــى حــل

مى�كنيم.

ش هندسىرو
 ديديم، دو مجموعه صفحه وجود دارنـد كـه دو٥در مثال 

 از آن�ها به يك فاصله�اند: B و Aنقطه�ى 
دسته�ى اول، مجموعه�ى تمام صفـحـه�هـايـى اسـت كـه از

 در شكلP1   مى�گذرند. صفحه�ى AB وسط پاره�خط Mنقطه�ى 
«ال<» يكى از اين صفحه�ها را نشان مى�دهد.

د هندسى،رويكر
ش هندسهد جبرى$ـ مختصاتى در آموزرويكر

دسته�ى دوم، مجموعه�ى تمام صفحه�هايى است كه با خط
AB راستاى) AB ى�موازى است. صفحه (  P2«در شكل «ب  

يكى از اين صفحه�ها را نشان مى�دهد.

 يكى از مهم�ترين پيوندها و اتصال�ها در همه�ى رياضيات، اتصال و پيوند بين هندسه و جبر است. (از استانداردهاىاشاره:
)NCTMموضوعى 

در اين شماره نيز اين اتصال و پيوند را در فضاى سه�بعدى بررسى مى�كنيم.
لح ىارب ـمهم ىاهدربهار زا ىخـرب هسدنه شزومآ رد ىتـاصتخم �ـىربج دـركيور ،ىسدنه دركيور ـىسررب نمض :مـهم ى�هتكن
زا ىياه�هلأسم ،مينك�ىم لح دركيور ود نيا اب هك ار ىياه�هلأسم دوش هتفگ تسا مزلا نمضرد ،مينك�ىم حرطم ار هسدنه ىاه�هلأسم
.دننك لح دركيور ود نيا اب ار اه�باتك نيا رگيد لئاسم ،دنناوتب نازومآ�شناد ات ،دنتسه ٢ ى�هسدنه و ١ ى�هسدنه ىسرد باتك
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شكل پ

با توجه به اين مطلب، در حالت كلـى دو صـفـحـه جـواب
مسئله هستند:

 وسط پاره�خـطM و نقطـه�ى  Lيكى صفحه�اى كه بـر خـط 
AB گذرد. اين صفحه را�مى   P3ناميم. شكل پ آن را نشان�مى 

مى�دهد.

 مـوازىAB مى�گذرد و بـا خـط Lصفحه�ى ديگـر بـر خـط 
Nاست. براى رسم اين صفحه از يك نقطه�ى دل�خواه مانـنـد 

 رسم مى�كنيم. صفحه�ىAB را موازى Nx، خط Lواقع بر خط 
  P4 كه بر دو خط متقاطع L و Nxگذرد، جواب ديگر مسئله�مى

است (شكل ت).

 وسط M  و نقطه�ى L و خط AB با توجه به وضع خط بحث:
 اين حالت�ها را خواهيم داشت:ABپاره�خط 

 نيز روىM نباشد و نقطه�ى L موازى خط AB اگر خط .١
 قــرار نــداشــتــه بــاشــد، مــســئــلــه دو جــواب داردLخــط 

كه همان جواب�هاى مشخص شده در شكل�هايى (پ) و (ت)
هستند.

 و متمايز از آن باشد (يعنىL موازى با خط AB اگر خط .٢
 نباشد)، مسئله بى�شمار جواب دارد كه صفحه�هاىLمنطبق بر 

) هستند. يكىL (دسته صفحه�ى گذرنده بر خـط Lگذرنده بر 
AB و خط L از اين صفحه�ها، صفـحـه�اى اسـت كـه بـر خـط 

 وسـطM و نقطـه�ى Lمى�گذرد. زيرا صـفـحـه�اى كـه بـر خـط 
 نيز مى�شود. در شكل،AB مى�گذرد، شامل خط ABپاره�خط 

 واقع است، چون بنـا بـه قـضـيـه�اىP5   بر صفـحـه�ى ABخط 
داريم: «اگر خطى موازى يك صفحه و از جمله روى آن صفحه
باشد و از يك نقطه روى صفحه، خطى موازى آن رسم كنيم،

آن خط به تمامى در آن صفحه قرار مى�گيرد.»

 از صفـحـه�ىB و Aدر اين حالت، فاصلـه�ى دو نـقـطـه�ى 
، مساوى صفر اسـت. در مـورد بـقـيـه�ىAB و Lگذرنـده  بـر 

صفحه�ها اين فاصله�هاى مساوى صفر نيستند. بنـابـرايـن، در
اين حالت مسئله بى�شمار جواب دارد.

 باشد، مسئله بى�شمار جوابL روى خط AB اگر خط .٣
 (ياLدارد. در واقع در اين حالت تمام صفحه�هاى گذرنده� بـر 

ABى�جواب مسئله هستند. صفحه (  P6در شكل «ج» يكى از
اين بى�شمار صفحه را نشان مى�دهد.در اين حالت، فاصله�ى

، مساوىL از هر يك از صفحه�هاى گذرنده بر B و Aدو نقطه�ى 
صفر است.

 وسط پاره�خطM نباشد، اما نقطه�ى L موازى AB. اگر ٤
AB روى خط L باشد، يعنى در  واقـع خـط AB و خط Lدر ،

 متقاطع باشند، هر صفحه�اى كهAB وسط پاره�خط  Mنقطه�ى 
 بگذرد، جواب مسئله است. يكى از اين صفحه�ها،Lبر خط 

شكل ب

شكل ت

شكل ث

شكل ج
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 مى�گذرد.AB و Lصفحه�اى است كه بر دو خط متقاطع 
پس در اين حالت، مسئله بى�شمار جواب دارد. صفحه�ى

  P7.هاى جواب مسئله است�در شكل «چ» يكى از صفحه 

 ـمختصاتىرو ش جبرى 
 را در نـظـر o-xyzدستـگـاه مـحـورهـاى مـخـتـصـات قـائـم

مـى�گـيـريـم. در ايـن دسـتـگـاه مـخـتـصـات فـرض مـى�كـنــيــم
)  A = (x1, y1, z1)و   B = (x2, y2, z2)ى�و خـط بــه مــعــادلــه 

  
L:

x − x0

p
= y − y0

q
= z − z0

r
 باشد. مى�خواهيـم مـعـادلـه�ى

B و A مى�گذرد و دو نقطه�ى Lصفحه�اى را بنويسيم كه بر خط 

از آن به يك فاصله�اند.

مى�دانيم كه در حالت كـلـى، دو صـفـحـه جـواب مـسـئـلـه
هستند:

 وسط پاره�خـطM و نقطه�ى Lال<) صفحه�اى كه بـر خـط 
AB:كه�گذرد؛ با توجه به اين�مى 

  
M = (

x1 − x2

2
,
y1 − y2

2
,
z1 − z2

2
)

براى نوشتن معادله�ى اين صفـحـه مـى�تـوان از روش�هـاى
متفاوتى استفاده كرد. يكى از آن�ها، تعيين دو نقطه�ى دل�خواه

C  و D از خط Lى گذرنده بر�ى صفحه�و سپس نوشتن معادله 
 است. روش ديگر هم ايـن اسـت كـهD و ، C�Mسه نقـطـه�ى 

 را بنويسيم و از بينLمعادله�ى دسته صفحه�ى گذرنده بر خـط 

صفحه�هاى اين دسته صفحه، صفحه�اى را مشخص كنيم كه بر
 مى�گذرد.AB وسط پاره�خط Mنقطه�ى 
.تسا ىزاوم AB طخ اب درذگ�ىم L طخ رب هك ىا�هحفص ب)

براى نوشتن معادله�ى اين صفحه نيز روش�هاى متـفـاوتـى
وجـود دارنـد؛ از جـمـلـه: بــردار قــائــم صــفــحــه را كــه بــا

LDبردار

→
Λ AB

 هم�راستا است، تعيين و نـقـطـه�اى دل�خـواه  →
 اختيار مى�كنيم. حال با داشتن يك نقطه از صفحهLروى خط 

و بردار قائم آن معادله�ى صفحه را مى�نويسيم.
در ادامه، براى روشن�تر شدن اين روش حل (روش جبرى

ـ مختصاتى) چند مثال مى�آوريم.

A   دو نقطـه�ى .١مثـال  = (2, −1, B   و (3 = (−2,  و خـط(3,1

  
L:

x +1
3

= y − 2
2

= z
−1

 داده شده�اند. معادله�ى صفـحـه�ى را
 از آن به يك B و  A مى�گذرد و دو نقطه�ى Lبنويسيد كه بر خط 

فاصله�اند.

M و نقطه�ى L نوشتن معادله�ى صفحه�اى كه بر خط  الP)حل:

 مى�گذرد.ABوسط پاره�خط 
 را مشخـصLاز خط D و  Cدو نقطه� دل�خواه روش اول: 

مى�كنيم. داريم:
  D = (2,4, C   و(1− = (−1,2,0)

را به�دسـتAB وسط پاره�خط Mاكنون مختصات نقطـه�ى 
مى�آوريم. داريم:

  

M

 x = x1 + x2

2
= 2 + (−2)

2
= 0

 y = y1+y2

2
= −1+ 3

2
= 1⇒ M = (0,1,2)

 z = z1 + z2

2
= 3 +1

2
= 2

 و،D� C گذرنده بر سه نقطـه�ى Pحال معادله�ى صفحـه�ى 
Mى ايـن صـفـحـه نـيـز بـه�نويسيم. براى نوشتن معادلـه�را مى 

روش�هاى متفاوتى عمل كنيم؛ از جمله:

  CD
→

= (2 +1,4 − 2, −1−0) = (3,2, −1)

  CM
→

= (0+1,1− 2,2 −0) = (1, −1,2)

  

CDΛ
→

CM
→

=
i

→
j

→
k
→

3 2 −1

1 −1 2

= 3 i
→

− 7 j
→

− 5 k
→

شكل ح
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⇒ Np

→
= (2, −7, −5)

  

a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

⇒ 3(x +1) − 7(y − 2) − 5(z −0) = 0

⇒ 3x − 7y − 5z +17 = 0

معادله�ى صفحه�ى خواسته شده
 در اين حالت به سادگى مى�توان نـشـان دادنكتـه:

 نـيـسـت، زيـرا پـارامـتــرهــاىL مـوازى ABكـه 
ABهادى

متناسب نيستنـد. هـم�چـنـيـنL و خـط →
 نيست، L روى خط AB وسط پاره�خط Mنقطه�ى 

 صدق نمى�كند.L در معادله�ى Mزيرا مختصات 

مش دورو
 را تعـيـيـنAB وسط پـاره�خـط M مختصـات نـقـطـه�ى .١

مى�كنيم. داريم:

  

M = (
x1 + x2

2
= 0, y = y1 + y2

2
= 1, z = z1 + z2

2
= 2)

⇒ M = (0,1,2)

 مــعــادلــه�ى دســتــه صــفــحــه�ى گــذرنــده بــر خــط.٢

  

x +1
3

= y −1
2

= z
−1

 را مى�نويسيم.

داريم:

  

P1:
x +1

3
= y − 2

2
⇒ 2x + 2 = 3y − 6

⇒ P1:2x − 3y + 8 = 0

  

P2:
x +1

3
= z

−1
⇒ 3z = −x −1

⇒ P2:x + 3z +1= 0

  P1 + λP2 = 0⇒ 2x − 3y + 8 + λ(x + 3z +1) = 0

  ⇒ 2x − 3y + 8 + λx + 3λz + λ = 0

  ⇒ (2 + λ)x − 3y + 3λz + λ + 8 = 0

Lمعادله�ى دسته�ى صفحه�ى گذرنده بر 

 صفحه�اى از اين دسته صفحه را مشخص مـى�كـنـيـم كـه از.٣
 مى�گذرد. بـه ايـن مـنـظـور،AB  وسط پـاره�خـط Mنقـطـه�ى 

 بايد در معادله�ى دسته صفحه صدق كند.M مختصات نقطه�ى
    داريم:                           

در معادله�ى دسته صفحه
  M = (0,1,2)                               → (2 + λ)(0) − 3(1)

  +3λ(2) + λ + 8 = 0

  
⇒ −3 + 6λ + λ + 8 = 0⇒ 7λ + 5 = 0⇒ λ = −5

7

  
⇒ (2 − 5

7
)x − 3y + 3(− 5

7
)z + (− 5

7
) + 8 = 0

  

9
7

x − 3y − 15
7

z + 51
7

= 0⇒ 9x − 21y −15z + 51= 0

  ⇒ 3x − 7y − 5z +17 = 0

معادله�ى صفحه�ى جـواب مـسـئـلـه كـه هـمـان مـعـادلـه�ى
صفحه�ى به�دست آمده در روش اول است.

مش سورو
,x1)  مى�دانيم معادله�ى صفحه�اى كه بر سه نقطه�ى  y1, z1)

,x2)  و  y2, z2) و   (x3 , y3 , z3  مـى�گـذرد، بـه�صــورت زيــر(
است:

  

x − x1 y − y1 z − z1

x2−x1 y2−y1 z2−z1

x3−x2 y3−y1 z3−z2

= 0

M  با توجه به اين مطلب و اين�كه نقطـه�ى  =  وسط(0,1,2)
C   يـك نـقـطـه� از ايـن صــفــحــه و ABپـاره�خــط  = (−1,2,0)

D  و = (2,4,  و متعلـق بـه ايـنL دو نقطـه�ى ديـگـر از خـط (1−
صفحه هستند، خواهيم داشت:

  

x −0 y −1 z − 2

−1 1 −2

2 3 −3

= 0

  ⇒ 3(x −0) + (−7)(y −1) + (−5)(z − 2) = 0

  ⇒ 3x − 7y − 5z +17 = 0

معادله�ى صفحه�ى خواسته شده
 مى�گذرد و با Lنوشتن معادله�ى صفحه�اى كه بر خط ب) 

 موازى است.ABخط 
 مى�ناميم. معـادلـه�ى آن را بـه روش�هـاىPاين صفـحـه را 

مــتــفــاوتــى مــى�تــوان
به�دست آورد:

روش اول:
 بردار قائم صفحه�اى كه

 مى�گذرد و بـاLبر خـط 
 موازى است،ABخط 

حاصل�ضرب برونى اين
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VPدو بردار يعنى 

→
= VL

→
× VAB

 است. اين بردار را مشخص→
مى�كنيم. داريم:

  A = (3, −1, 3), B = (−2, 3,1)

  ⇒ AB
→

= (−2 − 2, 3 +1,1− 3)

  
⇒ AB

→
= (−4,4, −2), L:

x +1
3

= y − 2
2

= z
−1

  ⇒ VL

→
= (3,2, −1)

  

⇒ VL

→
× AB

→
=

i
→

j
→

k
→

−4 4 −2

3 2 −1

                         
  = (0) i

→
+ (−10) j

→
+ (−20) k

→

  NP

→
=  يا (0,1,2)

  ⇒ NP

→
= (0, −10, −20)

 را نيز مشخص مى�كنيم. داريم:Lاكنون يك نقطه از خط 

  

E = (−1,2,0) ∈L

Nو عمود بر بردار Eحال معادله�ى خط گذرنده از نقطه�ى 
→

را مى�نويسيم. داريم:

  

a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

⇒0(x +1) +1(y − 2) + 2(z −0) = 0

⇒ P:y + 2z − 2 = 0 معادله�ى صفحه�ى جواب مسئله

:وش دومر
 را مى�نويسـيـم و از بـيـنLمعادله�ى دسته صـفـحـه�ى گـذرنـده 

صفحه�هاى اين دسته صفحه، صفحه�اى را مشخص مى�كنـيـم
 موازى است. معادله�ى دسته صفحه�ى گذرنـدهABكه با خط 

 نوشتيم. داريم:ً را قبلاLبر 
  (2 + λ)x − 3y + 3λz + λ + 8 = 0

از طرف ديگر داشتيم:

  AB
→

= (−2,2,  يا (1−
  

AB
→

= (−4,4, −2)

از آن�جا:                                                               

V  دسته صفحه
→

              = (2 + λ, −3, 3λ), VAB
→ = (−4,4, −2)

  
V
→

                   V
AB
→ ⇒ V                 × V

AB
→ = 0

                                       
دسته صفحه                                    دسته صفحه

  

(2 + λ)(−2) + (−3)(2) + (3λ)(−1) = 0

⇒ −4 − 2λ − 6 − 3λ = 0

⇒ −5λ −10= 0⇒ λ = −2

هحفص هتسد هلداعم رد                                                                                

  

λ = −2             → (−3 + 2)x − 3y + 3(−2)z − 2 + 8 = 0

⇒ −3y − 6z + 6 = 0⇒ y + 2z − 2 = 0

؛ يعنى جوابAB  و موازى Lمعادله�ى صفحه�ى گذرنده بر 
ديگر مسئله، كه در روش اول نيز همين جواب به�دست آمد.

A   دو نقـطـه�ى .٢مـثـال  = B   و (1,0,2) = (−3,  و خـط(4,0−

  
L:

x
2

= y −1
2

= z
1

   داده� شـده�انـد. مـعـادلـه�ى صـفـحـه�اى را
 از آن به يكB و A مى�گذرد و دو نقطه�ى  Lبنويسيد كه بر خط 

فاصله�اند.
  را به�دستL  و بردار هادى خط AB بردار هادى راستاى حل:

مى�آوريم تا وضع آن�ها را نسبت به هم مشخص كنيم. داريم:

  A(1,0,2), B = (−3, −4,0) ⇒ AB
→

= (−3 −1, −4 −0,0− 2)

  
⇒ AB

→
= (−4, −4, −2), L:

x
2

= y −1
2

= z
1

  
⇒ V

→
L = (2,2,1),

p

′p
:
−4
2

= −2,

  

q
q'

= −4
2

= −2,
r
r'

= −2
2

= −2

⊥
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⇒ p

′p
= q

′q
= r

′r
= −2 ⇒ AB

→
L

  
A = (1,0,2)             → 1

2
≠ 0−1

2
≠ A ∉L

 و متمايز از آن است. بنابر آن چهL موازى با ABپس خط 
در رويكرد هندسى بحث شد، در اين حالت مسئله بـى�شـمـار
جواب دارد. مجموعه اين جواب�ها، دسته صفحه�اى است كه

 مـى�گـذرد. مـعـادلــه�ى ايــن دســتــه صــفــحــه راLبـر خــط 
مى�نويسيم.داريم:

  
L:

x
2

= y −1
2

= z
1

⇒ P1:
x
2

= y −1
2

  ⇒ x = y −1⇒ P1:x − y +1= 0

  
P2:

x
2

= z
1

⇒ x = 2z ⇒ P2:x − 2z = 0

  P1 + λP2 = 0⇒ x − y +1+ λ(x − 2z) = 0

 و جواب مسئلهLمعادله�ى دسته� صفحه�ى گذرنده بر 
  ⇒ (1+ λ)x − y − 2λz +1= 0

AB و L يـكـى از ايـن صـفـحــه�هــا بــر نـكـتــه:

 از ايـنB و Aمى�گذرد. فاصـلـه�هـاى دو نـقـطـه�ى 
صفحه مساوى صفر است، چون اين دو نقطه روى
صفحه قرار دارند. در مورد بقـيـه�ى صـفـحـه�هـاى

 از هـرB و  Aجواب مسئله، فاصله�هـاى مـسـاوى 
يك از صفحه�ها مخال< صفر است. به ازاى مقادير

 مى�توان معادله�ى ايـن صـفـحـه�هـا راλگونـاگـون 
مشخص كرد. لازم به ذكـر اسـت، دو صـفـحـه از
صفحه�هاى جواب مسـئـلـه، هـمـان صـفـحـه�هـاى

  P1:x − y +1= P2:x   و  0 − 2z =  هستـنـد كـه بـه0
λ  ازاى   = λ و 0 →   به�دست مى�آيند.∞

 راL معادله�ى دسته صفحه�ى گذرنده بـر نكته:
αP1  بـه�صـورت  + βP2 =  عـددهــاىβ و α كـه 0

حقيقى�اند نيز مى�توان نشان داد؛ يعنى به�صورت:
  α(x − y +1) + β(x − 2z) = 0

α  در اين حالت به ازاى  = 0،  P2:x − 2z = 0،
β  و بــه ازاى ،  = P1:x  صــفــحــه�ى  0 − y +1= 0

αبه�دست مى�آيد و به ازاى بقيه�ى مقدارهايى كه به 

 نسبت مى�دهيم، صـفـحـه�هـاى ديـگـر جـوابβو 
 وLمسئله حاصل مى�شود. صفحه�ى گـذرنـده بـر 

ABتـوان مـشـخـص كـرد كـه يــكــى از�را نـيـز مـى 
جواب�هاى مسئله است.

خـــط   .٣مـــثــــال 
  
L:

x −1
4

= y
2

= z −1
3

 و دو نـــقـــطــــه�ى

  A = (2, B   و (1,4− = (0,1,  داده شــده�انــد. مــعــادلــه�ى(2−
 مى�گذرد و دو نقطـه�ىLصفحه�اى را مشخص كنيد كه بر خط 

A و B.اند�از آن به يك فاصله 
 وسطM و هم�چنين وضع نقطه�ى Lو خط AB وضع خط  حل:

مشخص مى�كنيم. داريم:L را نسبت به خط ABپاره�خط 

  A = (2, −1,4), B = (0,1, −2) ⇒ AB
→

= (−2,2, −6)

AB موازى L نيست
  
V
→

L = (4,2, 3),
−2
4

≠ 2
2

≠ −6
3

⇒

Lدر معادله�ى                                                                   

  
M = (1,0,1)               → 1−1

3
= 0

2
= 1−1

3
⇒0= 0= 0

 قرار دارد.L روى خط AB وسط پاره�خط Mپس نقطه�ى 
بنابراين مسئله بى�شمار جواب دارد و اين بى�شمار جواب دسته

 مى�گذرد (يكى از صفحه�هاى اينLصفحه�اى است كه بر خط 
AB و Lدسته صفحه، صفحه�ى گذرنده بر دو خـط مـتـقـاطـع 

است). معادله�ى اين دسته صفحه را مى�نويسيم.

  
L:

x −1
4

= y
2

= z −1
3

  

x −1
2

= y
1

يا
  
⇒ P1:

x −1
4

= y
2

  ⇒ x −1= 2y ⇒ P1:x − 2y −1= 0

  
P2:

y
2

= z −1
2

⇒ P2:3y − 2z + 2 = 0

  ⇒ α(x − 2y −1) + β(3y − 2z + 2) = 0

معادله�ى دسته صفحه�ى جواب مسئله (دسـتـه صـفـحـه�ى
).Lگذرنده بر 

، دو صفـحـه�ىP2   وP1  دو صـفـحـه�ى نكـتـه: 
β  جواب مسئله�اند كه به ازاى  = α   و 0 = به�دست 0

مى�آيند. براى تعيين معادله�ى صفحه�ى گذرنده بـر
L و ABدر اين حالت، كافى است مختصات يـك 

) را درM (غيـر از نـقـطـه�ى ABنـقـطـه�ى دل�خـواه 
معادله�ى دسته صفحه قرار دهيم.

رارق β و α ىقيقح ىاهددع ىاج�هب هك ىرگيد ريداقم ىازا هب
.ديآ�ىم  تسد�هب هلئسم باوج رگيد ىاه�هحفص ى�هلداعم ،ميهد�ىم

�


