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عماد سهائى �
شته�ى دبيرى رياضىدانشجوى ر

كزان مراحد تهراد اسلامى و دانشگاه آز

ه:اشار
مـقـالـه�ى پـيـش�رو، دربـاره�ى راه�هـاى بـه�دسـت آوردن تـعـداد كـل افـزارهـاى يـك مـجـمـوعـه�ى

nساده�اى را به شما پيشنهاد مى�كنيم كه سرعت محاسباتىًعضوى است. در پايان مقاله، راه نسبتا 
آن از بقيه�ى راه�هايى كه در اين مقاله مى�آوريم، بيشتر است. هدف از اين پيشنهاد، ارائه�ى راهى
ساده و سريع در محاسبات علم مجموعه�ها و در باب افرازهاست. اين مطلب قابل ذكر است كه
در اين مقاله، از كلاس�هاى هم�ارزى و ارتباط آن با افرازها، مطلبى اثباتى و گفتنى موجود نيست.

هاىازتعداد افر
 عضوىnعه يك مجمو

هاىازتعداد افر
 عضوىnعه يك مجمو

عهاز يك مجموافر
 مجموعه�اى ناتهى باشد و بتوانيم تعدادى متناهـىAهرگاه 

 بيابيم،An و… و A1 ،  A2   مانند Aاز زير مجموعه�هاى متمايز 
:ً: هر يك از زير مجموعه�ها ناتهى باشند، ثانياًبه قسمى كه اولا

هيچ دوتايى از آن�ها با هم اشتراكى نداشته باشند (دوبه�دو از هم
: اجتماع اين زيـر مـجـمـوعـه�هـا بـا خـودًجدا باشـنـد) و ثـالـثـا

 برابر شود، در اين�صورت گوييم: مجموعه�هاىAمجموعه�ى 
  A1 ،  A2 و… و An ى�A مجموعه�هاى افرازكننده�ى مجموعه

E  هستند و مجموعه�ى  = {A1, A2, ..., An} يك افراز nعضوى
 است.Aاز مجموعه�ى 

n  بايد توجه داشته باشيم، در حالتى�كـه  =  يـكE، يعنى 1
Eباشد، داريـم: Aافراز تك�عضوى از مجمـوعـه�ى  = {A}.

حال اگر بخواهيم تعريD افراز مجموعه را تـوسـط نـمـادهـاى
رياضى يا به�زبان رياضى بيان كنيم، گوييم:

E  مجمـوعـه�ى  = {A1, A2, ..., An} يك افـراز nعضـوى 
است، هرگاه:A ِبراى مجموعه�ى ناتهى

    

1)  ∀i :1≤ i ≤ n  ,  Ai ≠ ∅
2)  ∀i, j :1≤ i, j ≤ n  ,  i ≠ j  ,  Ai I A j = ∅

    
3)  A1 U A2 U A3 U...An = U

i=1

n
Ai = A

براى درك بهتر مفهوم افراز يك مـجـمـوعـه، چـنـد مـثـال
مى�آوريم:

A تمام افرازهاى مجموعه�ى .١مثال = {a}:نويسيم� را مى
:E = {a}{ }    A:  a تنها يك افراز تك�عضوى داريم  

A هـمـه�ى افــرازهــاى مــجــمــوعــه�ى .٢مـثــال = {a, b}را 
مى�نويسيم:

:E = {a},{b}{ }   ;A a b افراز دوعضوى

:E = {a, b}{ }   ;A a b افراز تك�عضوى
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A تـمـام افـرازهــاى مــجــمــوعــه�ى .٣مـثــال = {a, b, c}را 
مى�نويسيم:

:E = {a},{b},{c}{ }  ;  A a b c افراز سه�عضوى

:

E = {a},{b, c}{ }  ;  A a b c

E = {b},{a, c}{ }  ;  A b a c

E = {c},{a, b}{ }  ;  A c a b
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افراز دوعضوى 

:E = {a, b, c}{ }   ;A a b c ىافراز تك�عضو

A همه�ى افـرازهـاى مـجـمـوعـه�ى .٤مـثـال = {a, b, c, d}را 
مى�نويسيم:

:E = {a},{b},{c},{d}{ }  :A
a b

c dعضوى� افراز چهار

افراز سه�عضوى كه تعداد آن شش تا است و به�سه�تاى آن�ها
اشاره مى�كنيم.

E = {a},{b},{c,d}{ }  ;A
a b

c d

E = {c},{d},{a, b}{ }  ;A
a b

c d

E = {a},{c},{b,d}{ }  ;A
a b

c d
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افراز دو�عضوى كه تعداد آن هفت عـدد اسـت ، بـه چـهـار
مورد آن�ها اشاره مى�كنيم.

E = {a},{b, c, d}{ }  ;A
a b

c d

E = {b},{a, c, d}{ }  ;A
a b

c d

E = {a, b},{c, d}{ }  ;A
a b

c d

E = {a, c},{b, d}{ }  ;A
a b

c d
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:E = {a, b, c, d}{ }  :A
a b

c d افراز تك�عضوى

در مثال�هاى بالا، به مفهوم افراز يك مجموعه دست يافتيم
و با چگونگى افراز شدن يك مجموعه به كلاس�هاى هم�ارزى

آشـنـا شـديـم. حـال اگـر مـثـال�هـا را ادامـه دهـيـم و بـتـوانـيــم
مجموعه�هاى پنج عضوى و شش�عضوى را نيز افراز كنيم، به

 دست خواهيم يافت.١جدولى مانند جدول 

در اين�جـا مـشـكـل ايـن اسـت كـه هـرچـه تـعـداد اعـضـاى
مجموعه�ى افراز شده بيشتر شود، به�دسـت آوردن تـعـداد كـل
افرازهاى آن سخت�تر مى�شود. از اين�رو در اكـثـر مـنـابـع، از

عضوى از يك مجـمـوعـه�ىmرابطه�ى زير تـعـداد افـرازهـاى 
n:آورند�عضوى را به�دست مى

  

1
m!

∑
k =1

m
(−1)k m

m − k






(m − k)n  m, n ∈ |N, m ≤ n

است كه از حوصله�ىnاثبات اين رابطه از راه استقرا روى 
اين بحث خارج است. حال با استفاده از رابطه�ى بالا، جدول

افرازى را بزرگ�تر مى�كنيم:

n)   عضوىn  . تعداد افرازهاى يك مجموعه ى١جدول ≤ 6)

١٢٣٤٥٦

١١١١١١١
١٣٧١٥٣١°٢
٩°١٦٢٥°°٣
١٦٥°١°°°٤
١١٥°°°°٥
١°°°°°٦

١٢٥١٥٥٢  203
ىاهزارفا لك عومجم
ىوضعn ى هعومجم

تعداد اعضاى
مجموعه ى

 nعضوى

عضوىmافراز 

n)  عضوىn  . تعداد افرازهاى يك مجموعـه ى٢جدول ≤ 9)

ىاهزارفا لك عومجم
ىوضعn ى هعومجم

تعداد اعضاى
مجموعه ى

 nعضوى

عضوىmافراز 

١٢٣٤٥٦٧٨٩

١١١١١١١١١١
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٦٩٥١∞٥∞١∞١١٥١٤°°°°٥
١٢١٢٦٦٢٦٤٦°°°°°٦
١٢٨٤٦٢°°°°°°٧
١٣٦°°°°°°°٦
١°°°°°°°°٦

١٢٥١٥٥٢  203٢١١٤٧  ∞٨٧٧٤١٤
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 را رسم مى�كنيم، به دنباله�اى از مجموع٢هنگامى�كه جدول 
عضوى برمـى�خـوريـم كـه بـراىnكل افرازهاى مـجـمـوعـه�ى 

به�دست آوردن جملات آتى آن، به محـاسـبـات طـولانـى نـيـاز
داريم. اين دنباله به شكل زير است:

    1− 2 − 5 −15 − 52 − 203 − 877 − 4140−L

حال به راه�حلى براى كم كردن اين محاسبات توجه كنيد:
�عضوى راnاگر دنباله�ى مجموع كل افرازهاى مجموعه�ى 

عضوى مى�ناميم، بنويسيم و ازnكه از حالا آن را دنباله�ى افراز 
هر دو جمله�ى متوالى آن تفاضل بگيريم و زير آن�ها بنويسيـم،

دنباله�ى جديدى به�صورت زير به�دست مى�آيد:

اگر اين عمليات را روى دنباله�ى جديد انجام بدهيـم، بـار
ديگر دنباله�ى جديدترى ايجاد كرده�ايم:

و چندبار اين عمل را انجام مى�دهيم تا به يك عدد برسيم كه
ديگر قادر به تفريق كردن آن نباشيم:

    

1 2 5 15 52 203 L

1 3 10 37 151

2 7 27 114

5 20 87

15 67

52

در اين�جا متوجه مى�شويم، ضلع مشخص شده از مـثـلـث
 همان مجموع افرازهاست كـه دوبـاره تـكـرار شـدهًبالا، عيـنـا

است. اگر مثلث را كمى بچرخانيم، به راز آن پى خواهيم برد:

    

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52

52 67 87 114 151 203

O

حال مى�توان به شيوه�ى عملكرد اين مثلث دسـت يـافـت:
«يك» به سطر دوم مثلث و ابتداى سطر آمده است. سـپـس بـا
«يك» در بالاى سر خود جمع شده و حاصل در آخر همان سطر

نوشته شده است:

سپس «دو» به سطر پايين و سمت چپ سطر مـنـتـقـل شـده
است، با عدد بالاى سرش كه «يك» باشد جمع شده و حاصل،
يعنى «سه»، در وسط سطر نوشته شده است. سـپـس «سـه» بـا
«دو» در بالاى سر خود جمع شده اسـت و حـاصـل كـه «پـنـج»

باشد، در انتهاى سطر قرار گرفته است:

اگر همين روند را دنبال كنيم، به غير از اين�كه مثلث بالا را
عضوىnشكل داده�ايم، به سادگى به جملات آتى دنباله�ى افراز 

دست مى�يابيم. رابطه�اى كه بر اين مثـلـث حـكـم�فـرمـاسـت،
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اين�گونه است:
ام از مثلث برابر با تعدادnآخرين عدد به�دست آمده در سطر 

عضوى است. براى مـثـال،nكل افرازهاى يك مجـمـوعـه�ى 
عضوى را به وسيلـه�ى١°تعداد كل افرازهاى يك مجموعـه�ى 

مثلث گفته شده، چنين محاسبه مى�كنيم:

  

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52

52 67 87 114 151 203

203 255 322 409 523 674 877

877 1080 1335 1657 2066 2589 3263 4140

4140 5017 6097 7432 9089 11155 13744 17007 21147

21147 25287 30304 36401 43833 52922 64077 77821 94828 115975

مشاهده شد كه در اين مثلث، با محاسباتى خيلى كـمـتـر از
راه�هاى قبلى، توانستـيـم تـعـداد كـل افـرازهـاى مـجـمـوعـه�اى

عضوى را به�دست آوريم.١°
در انتهاى مقاله خود را موظO مى�دانم، از تمام كسانـى�كـه

را در راه تدوين اين طرح يارى كردند (كه مادر و پدرم در ابتداىم
ًاين فهرست بلند قرار دارند)، تشكر و سپاس به�عمل آورم. ضمنا
از تمامى صاحب�نظران و خوانندگان تقاضا دارم، پيشنهـادهـاى
تكميلى و اصلاحى و انتقاد�هاى خود را به دفتر مجله ارسال كنند.
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