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آشنايى با مسئله       قدم اول: 

براى آن�كه با مـوضـوع آشـنـا شـويـم، ابـتـدا مـسـئـلـه را در
حالت�هاى ساده�تر بررسى و حل مى�كنيم.

دو عدد طبيعى يك رقمى را به ترتيب و به تصادف .١مسئله�ى
انتخاب مى�كنيم. احتمال اول بودن اين دو عدد نسبت به هم را

به دست آوريد.
 عدد يك رقمـى داريـم، فـضـاى٩بديهـى اسـت، چـون  حـل:

 زوج مرتب از عددهاى طبيعـى٨١نمونه�ى اين پيشامد شـامـل 
 و پيشامد مطلـوب،n(s)=٩×٩=٨١يك رقمى است. يعنى:  

يعنى جفت عددهايى كه نسبت به هم اول�اند نيز به سادگى قابل

 نسبت به همه�ى عددها اول است. عدد١شمارش است. عدد 
٣�، ١ نسبت به ٢ ،�٥ ،��،١ نسبت به ٣ اول است و عدد ٩ و ٧
٢ ،�٤ ،�٥ ،� اول است. به همين ترتيب، مى�توانيم تمام٨ و ٧

اين�گونه زوج�ها را بشماريم و در نتيجه:

  
P(A) = 56

81
n(A)   و    = 56

 را به ترتيب٢°دو عدد طبيعى كوچك�تر يا مساوى  .٢مسئله�ى 
و به تصادف انتخاب مى�كنيم. احتمال آن�كه اين دو عدد نسبت

به هم اول باشند، چه�قدر است؟
n(S)  ، ١شـبـيـه مـسـئـلــه�ى  حـل: = 202 = . ولـى بـراى400

 چه بايد كرد؟ آيا مى�توان مانند همان مسـئـلـهn(A)محاسبـه�ى 

مسئله چنين است: دو عدد طبيعى را به ترتيب و به تصادف انتخاب مى�كنـيـم. احـتـمـال
آن�كه اين دو عدد نسبت به هم اول باشند، چه�قدر است؟

 متوجه پيچيدگى بسيار آن شده�ايد. پاسخًاگر قبل از مطالعه�ى مقاله�ى حاضر، كمى به اين مسئله فكر كرده باشيد، حتما
به اين مسئله،به طرح و پاسخ به ده�ها مسئله�ى ديگر منجر مى�شود. در اين مقاله مى�خواهيم همه�ى اين پرسش�ها را مطـرح

كنيم و به آن�ها نيز پاسخ دهيم.

انگيزمسئله�اى چالش�بر
 از احتمال!

هوشنگ شرقى �
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 كار خيلى طولانى�تـرى درًعمل كرد؟ شايد آرى، ولى مسلمـا
پيش داريم. آيا با اتكا به آناليز تركيبى، روش كوتاه�ترى وجود

ندارد؟
پاسخ مثبت است. در واقع بهتر است از متمم اين مجموعه
استفاده كنيم؛ يعنى زوج�هاى مرتب نامطـلـوب را بـيـابـيـم و از

�كل آن�ها (يعنى �) كم كنيم.٤°°تعداد
زوج�هاى نامطلوب آن�هايى هستند كه نـسـبـت بـه هـم اول
نيستند. يعنى هر دو بر يك عدد اول بخش�پذيرنـد. عـددهـاى

٬٣ ٢ ،�٥ ،�٧ ،�١١ ،�١٣ ،� عددهـاى اول كـمـتـر يـا١٩ و ١٧
 هستند. بنابراين، دو عددى نسبت به هم اول نيستند٢°مساوى 

 بخش�پذير١٩ و… و يا هر دو بر ٣، يا هر دو بر ٢كه يا هر دو بر 
٢باشند. اگـر مـجـمـوعـه زوج�هـاى مـرتـبـى را كـه هـر دو بـر 

٣ و مجموع زوج�هاى مرتبى را كه هر دو بر A١بخش�پذيرند، 
 و… و مجموعه زوج�هاى مرتبى را كه هر دوA٢بخش�پذيرند، 

 بـنـامـيـم، آن�چـه مـى�خـواهـيــم،A٨ بـخـش�پـذيـرنـد، ١٩بـر 
    n(A1 A2U ...U A8U  است.(

براى محاسبه�ى اين مقدار، به دو موضوع توجه مى�كنيم:
 ـعدم شمول» كه براى آگاهى از آن مى�توانيد ابتدا «اصل شمول 
به انواع كتاب�هاى رياضيات گسسته رجوع كنيد،  ديگر آن�كـه

 كه برaتعداد عددهاى طبيعى كوچك�تر يا مساوى عدد طبيعى 
k پذيرند، برابر اسـت بـا�a بخش
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aجزء صحيح عدد ( 
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بنابراين تعداد زوج�هاى مرتب از عددهاى صحيح كوچك�تر يا
  بخش�پذير باشـنـد، مـسـاوى k كه هر دو بـر aمسـاوى 
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است. با توجه به اين دو موضوع خواهيم داشت:
  n(A1 ∪ A2∪...∪Ak ) = n(A1) + n(A2)+...+n(A8 )

  −n(A1 ∩ A2) − n(A1 ∩ A3 )−...−n(A7 ∩ A8 )

  +n(A1 ∩ A2 ∩ A3 )+...+n(A6 ∩ A7 ∩ A8 )−...
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روشن است، بسيارى از اين جملات مساوى صفر هستند
و در نتيجه محاسبه�ى اين مجموعه بسيار آسان مى�شود:

  n(A1 ∪ A2∪...∪A8 ) =100+ 36+16+ 4+1+1+1+1

  −9− 4−1−1=145

و بنابراين تعداد زوج�هاى مـرتـبـى كـه نـسـبـت بـه هـم اول
هستند، مى�شود:

       400−145 = 255

و در نتيجه:
  

  
P(A) = 255

400
= 51

80

آيا مى�توانيد اين كار را ادامه دهيد؟ فكر مى�كنيد اين احتمال
به چه عددى نزديك مى�شود؟ به عنوان تمرين، ايـن كـار را بـا
عددهاى بزرگ�تر انجام دهيد و نتيجه�ها را با هم مقايسه كنيد.

م�بندى مسئله در حالت كلى فرم:قدم دو

مسئله�ى كلى را به ايـن صـورت فـرم�بـنـدى و مـدل�سـازى
مى�كنيم:

 را به ترتيب و به تصادف، از ميان اعدادb و aدو عدد طبيعى 
 انتخاب مى�كنيم. احتمال آن�كهNطبيعى كوچك�تر يا مسـاوى 

Nاين دو عدد نسبت به هم اول باشند، چه�قدر است و آيا وقتى 

N)به بى�نهايت ميل مى�كند  → ، اين احتمال به حد معين(∞+
ميل مى�كند يا خير؟

روشى كه در اين�جا به كار مى�بريم، شبيه روشى است كه در
حالت�هاى خاص به آن عمل كرده�ايم. اگر فرض كنيم عددهاى

P و … و  P٢ و N،P١اول كوچك�تر يا مسـاوى 
n

 هستند، تـعـداد
P  يا … يا P٢ يا P١زوج�هاى مرتب كه هر دو بر 

n
 بخش�پذيرند، به

كمك اصل شمول ـ عدم شمول برابر است با:
  n(A1∪A2∪...An ) = n(A1)+ n(A2 )+...+n(An )

  −n(A1 ∩ A2) − n(A1 ∩ A3 )−...−n(An−1 ∩ An )

  +n(A1 ∩ A2 ∩ A3 )+...+(−1)n−1n(A1 ∩ A2∩...∩An )
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و از آن�جا نتيجه مى�شود:

  
n(A) = N2 − N
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حال بايـد حـد 
  

n(A)
n(S)

= n(A)
N2

N را وقـتـى   بررسـى∞→
كنيم. مشكل اصلى براى بررسى اين حد، وجود عبـارت�هـاى
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شامل جزء صحيح است. اما اين مشـكـل بـا تـوجـه بـه ايـن كـه

  
lim
x→∞

[x]
x

[x]، قابل حل است، زيرا: 1= = x −{x} ) كه{x}

 است)  و در نتيجه:xجزء اعشارى 

  

[x]
x

= x −{x}
x

=1− {x}
x

≥0  بديـهـى اسـت:  {x}<1 :و در نتـيـجـه 
  
0≤ {x}

x
< 1

x
 و

چـون: 
  
lim
x→∞

1
x
، با توجه بـه قـضـيـه�ى فـشـردگـى داريـم:0=

  
lim
x→∞

{x}
x

 و لذا:0=

  
lim
x→∞

[x]
x

=1

 ميل مى�كند، هم�ارزند. پس:∞+ به x وقتى x و [x]بنابراين 

  
lim
N→∞

P(A) = lim
N→∞

1
N2 (N2 − N2
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حال با توجه به «قضيه�ى وى�يت» كه به صورت زير است:

  (x − a1)(x − a2)...(x − an ) = xn − (a1 + a2+...+an )xn−1

  +(a1a2 + a1a3+...+an−1an )xn−2−...+(−1)n a1a2...an

x  مى�تـوان بـا فـرض   و 1=
  
ai =

1
Pi

، عبـارت اخـيـر را بـه2

حاصل�ضرب تجزيه كرد:

  
P(A) = lim

n→∞
(1− 1

P1
2 )(1− 1

P2
2 )...(1− 1

Pn
2 )

)١                (
  
= lim

n→∞
(1− 1

22 )(1− 1
32 )...(1− 1

Pn
2 )

و اكنون بايد اين حد را به�دست آوريم. بديهى است، تـمـام
 هستند و لذا حـاصـل�ضـرب آن�هـا نـيـز١پرانتزها كـوچـك�تـر از 
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P  به�ازاى  P   واگرا و به ازاى 1≥  هم�گرا است. علاوه بر آن،1<
به كمك قضيه�ى استقراى رياضى مى�توان ثابت كرد:

  

1
12 + 1

22 + 1
32 +...+ 1

n2 ≤ 2− 1
n

و چون: 
  
lim
n→∞

2− 1
n
= ، پس مجموع سمت چپ همواره2

 كوچك�تر است و در نتيجه سرى ٢از 
  
∑

k=1

∞ 1
K2گراست. براى� هم

محاسبه�ى احتمال فوق، بايد مقدار دقيق اين سـرى را بـه�دسـت
آوريم.

محاسبه�ى سرى م (قدم نهايى): قدم سو
  
∑

k=1

∞ 1
K2

و تعيين مقدار احتمال

براى محاسبـه�ى سـرى 
  
∑

k=1

∞ 1
K2يادآورى و اثبات چند لـم 

اساسى لازم است:

يادآورى بسط دو جمله�اى نـيـوتـون. بـراى هـر دو   .١لم 
، مى�توان نوشت:n و عدد طبيعى a+bجمله�اى 

  
(a + b)n =

n
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در اين دستـور، 
n

r




 انتـخـاب r شىء از nشىء است كـه 

 نمايش داده مى�شـود.بـراى اثـبـات ايـنC (n,r)گاهى بـا نـمـاد 
دستور، روش�هاى گوناگونى وجود دارند كه به عنوان تمـريـن
مى�توانيد آن را به كمك قضيه�ى استقراى رياضى اثبات كنـيـد.
به اين منظـور و بـراى گـذر اسـتـقـرايـى، بـايـد از دسـتـورهـاى
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 و رابـطـه�ى مـهــم 1=
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

(موسوم به اتحاد پاسكال) استفاده كنيد.

   قضيه�ى دموآور:.٢لم 
(cosθ + isinθ)n = cosnθ + isin nθ

ى�هطبار اب ىموهوم ددع i و هاوخ�لد ى�هيواز θ،روتسد نيا رد
  i2 = طلتخم دادعا و ىموهوم ىاهددع هعومجم اب رگا .تسا 1−

ىلو .تسا ناسآ ناتيارب عوضوم نيا كرد ،ديشاب هتشاد ىيانشآ
هنـوگچ هك�نيا نديمهف ،دـيشاب هتشادن ىيانشآ عـوضوم نيا اب رگا

 است و نشان مى�دهيم كه حد آن، مقدارى مثبت١كوچك�تر از 
 است. با مراجعه به حساب ديفرانسيل و(0,1)  متعلق به بازه�ى 

انتگرال و بحث سرى�هاى هندسى، يادآور مى�شويم كه سرى
زير:

  
∑

k=1

∞
aqk−1 = a + aq + aq2+...,  | q|<1

١موسوم به سرى هندسى (تصاعد هندسى با قدر نسبت بين 
-)، هم�گرا بـه ١و 

  

a
1− q

 است. يعنى وقتى تعداد جـمـلات بـه

بى�نهايت مى�گرايد، اين مجـمـوع بـه 
  

a
1− q

 به دل�خواه نزديـك

>0  مى�شود. بنابراين، با فرض  x  مى�توان نوشت:1>

  
1+ x + x2+...= 1

1− x

و با توجه به اين دستور، مى�توان هر يك از پرانتزهاى عبارت
) را معادل�سازى كرد:١(

  

1− 1
22 = 1

1+ 1
22 + 1

24 + 1
26 +...

  

1− 1
32 = 1

1+ 1
32 + 1

34 + 1
36 +...

  

1− 1
52 = 1

1+ 1
52 + 1

54 + 1
56 +...

و از آن�جا خواهيم داشت:

  

P(A) = 1

(1+ 1
22 + 1

24 + 1
26 +... )(1+ 1

32 + 1
34 + 1

36 +... )(1+ 1
52 + 1

54 +... )...

و به كمك قانون تـوزيـع�پـذيـرى ضـرب نـسـبـت بـه جـمـع،
واضح است كه حاصل�ضرب پرانتزهاى مخرج اين كسر، شامل

معكوس مربع�هاى تمام عددهاى طبيعى است. يعنى داريم:

  

P(A) = 1

1+ 1
22 + 1

32 + 1
42 +...

بنابراين مقدار احتمال فوق نسبت مستـقـيـمـى بـا حـد سـرى

  
∑

k=1

∞ 1
K2 گـرا بـه� باشد، احتمـالL دارد. يعنى اگر اين سرى هم

فوق برابر با 
  

1
L

 است. به سادگى مى�توان نشان داد كه اين سرى

هم�گراست. از حساب ديفرانسيل مى�دانيـم كـه سـرى 
  
∑

k=1

∞ 1
KP



سطهمتو

٢٠ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

i2   تسا نكمم = رد ىلو .تسا زيگنارب�ـثحب ىردق ،دوش 1−
ىلكشم نادنچ ،ىضاير ىارقتسا ى�هيضق كمك هب هيضق نيا تابثا
!دينكن نآ ريگرد ار دوخ دايز و تشاد ديهاوخن

  n =1 :  (cosθ + i sinθ)1 = cosθ + i sinθ

n = k  :  (cosθ + i sinθ)k = cos kθ + i sin kθ

  n = k +1 :  (cosθ + i sinθ)k+1 = cos(k +1)θ + i sin(k +1)θ

بـراى اثـبـات حـكـم اسـتـقـرا از روى فـرض، بـه سـادگـى
مى�نويسيم:

  (cosθ + i sinθ)k+1 = (cosθ + i sinθ)k (cosθ + i sinθ)

= (coskθ + isin kθ)(cosθ + isinθ)

  
= cos kθ. cosθ + i2 sin kθ.sinθ[ ] + i sin kθ cosθ + sinθ cos kθ[ ]
= cos kθ cosθ − sin kθ.sinθ[ ] + i sin kθ cosθ + sinθ. cos kθ[ ]

  = cos(k +1)θ + i sin(k +1)θ

sin(α(از دسـتـورهـاى مـثـلـثـاتـى  + β) و cos(α + β)و 
i2  تساوى  = ) استفاده كرديم.1−

 داريم:nنشان مى�دهيم براى هر عدد طبيعى .  ٣لم 

  
sin(nθ) =

n

1






sinθ cosn−1θ −
n

3






sin3 θ cosn−3 θ

  
+

n

5






sin5 θ cosn−5 θ−...

 كمك مى�گيريم. سمت چپ٢ و ١براى اثبات از لم�هاى 
 را به كمك بسط دو جمله�اى نيوتون بسط مى�دهيم٢تساوى لم 

i2  (به تساوى  = . نتيجه مى�شود:) نيز توجه مى�كنيم1−

  

n

0






cosn θ +
n

1






cosn−1θsinθ.i +
n

2






cosn−2θsin2θ.i2

  
+

n

3






cosn−3 θsin3 θ.i3 +
n

4






cosn−4 θsin4 θ.i4 +...

  
=

n

0






cosn θ −
n

2






cosn−2θsin2θ +
n

4






cosn−4 θsin4 θ−...










  
+i

n

1






cosn−1θsinθ −
n

3






cosn−3 θ.sin3 θ





  
+

n

5






cosn−5 θsin5 θ−...





،٢و از مقايسه�ى اين عبارت با عبارت سمـت راسـت لـم 
نتيجه مى�شود:

  

sin nθ =
n

1






cosn−1θ.sinθ −
n

3






cosn−3 θsin3 θ

          +
n

5






cosn−5 θsin5 θ−...

cos nθ =
n

0






cosn θ −
n

2






cosn−2 θsin2 θ

          +
n

4






cosn−4 θsin4 θ−...



















به كمك دستورهاى فوق ثابت كنيد: تمرين:
  sin 5x =16sin5 x −20sin3 x + 5sin x )ال�

  cos5x =16cos5 x −20cos3 x + 5 cos x )ب
   cos7x = 64cos7 x −112cos5 x + 56cos3 x − 7 cos x )ج

:nثابت مى�كنيم براى هر عدد طبيعى   .٤لم 

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+ cot g2 3π

2n +1
+...

  
+ cot g2 nπ

2n +1
= n(2n −1)

3

 ابتـدا مـعـادلـه�اى مـى�نـويـسـيـم كـه ريـشـه�هـاى آناثـبـات:

  
cot g2 π

2n +1
 ،

  
cot g2 2π

2n +1
 و… و 

  
cot g2 nπ

2n +1
 باشند.

 كمك مى�گيريم:٣به اين منظور از دستور لم 

  
sin nθ =

n

1






sinθ cosn−1θ −
n

3






sin3 θ cosn−3 θ+...

  
= sinn θ

n

1






cot gn−1θ −
n

3






cot gn−3θ +
n

5






cot gn−5θ−...










2n  حال با جاى�گزينى  ، و دادن n به جاى 1+
  
θ = π

2n +1

sin(2n  بديهى اسـت كـه  +1)θ . و به همين ترتـيـب، اگـر0=

  
θ = 2π

2n +1
 و يا … و يـا 

  
θ = nπ

2n +1
 باشـد، بـاز هـم عـبـارت

sinθ  سمت چپ تساوى بالا مساوى صفر مى�شود و  . در0≠
نتيجه بايد عبارت درون كروشه�ى بالا صفر باشد. پس معادله�ى

 
  

2n +1

   1






cot g2nθ −
2n +1

   3






cot g2n−2θ

  
+

2n +1

   5






cot g2n−4θ−...=0

داراى ريـــشـــه�هـــاى 
  
θ1 =

π
2n +1

 ،
  
θ2 = 2π

2n +1
 و… و

  
θn = nπ

2n +1
 و در نتيجه معادله�ى:
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2n +1

   1






xn −
2n +1

   3






xn−1 +
2n +1

   5






xn−2−...=0

داراى ريـشـه�هــاى 
  
cot g2 π

2n +1
 ،

  
cot g2 2π

2n +1
، … و

  
cot g2 nπ

2n +1
 است.

ريشه�هاى ايـنحال به كمك قضيه�ى وى�يت، مجـمـوع 
معادله برابر است با:

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+...+ cot g2 nπ

2n +1

  

= − b
a
=

2n +1

  3






2n +1

   1





= n(2n −1)

3

با توجه به اين�كه داريم:  نتيجه:
  
1+ cot g2θ = 1

sin2 θنتيجه ،
مى�شود:

  

1

sin2 π
2n +1

+ 1

sin2 2π
2n +1

+...+ 1

sin2 nπ
2n +1

  
= n(2n −1)

3
+ n = 2

3
n(n +1)

، داريم:αبه ازاى هر زاويه�ى حاده�ى  .  ٥لم 
sinα < α < tgα

اثبات اين لم را مى�توانيد در بخش حد از كتـاب حـسـابـان
سال سوم رشته�ى رياضى ـ فيزيك و يا هر كتاب جامع حساب

ديفرانسيل و انتگرال ملاحظه كنيد.
 داريم:αه�ى ّبه ازاى هر زاويه�ى حاد نتيجه:

  
cot g2α < 1

α2 < 1
sin2 α

اكنون با توجه به اين نتيجه و با جاى�گزينى مقادير 
  

π
2n +1

،

  

2π
2n +1

 و… و 
  

nπ
2n +1

 در اين نابرابرى�ها و جمع�كردن طرفيـن

نابرابرى�ها خواهيم داشت:

    

cot g2 π
2n +1

< (2n +1)2

π2 < 1

sin2(
π

2n +1
)

cot g2 2π
2n +1

< (2n +1)2

4π2 < 1

sin2(
2π

2n +1
)

                            M

cot g2 nπ
2n +1

< (2n +1)2

n2π2 < 1

sin2(
nπ

2n +1
)




















⇒

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+...+ cot g2 nπ

2n +1

  
< (2n +1)2

π2 + (2n +1)2

4π2 +...+ (2n +1)2

n2π2

  

< 1

sin2(
π

2n +1
)
+ 1

sin2(
2π

2n +1
)
+...+ 1

sin2(
nπ

2n +1
)

 و نتيجه�ى آن مى�توان عبارت�هـاى٤حال با استفاده از لـم 
دو طرف نابرابرى�هاى فوق را با معادل�هاى آن�ها جـاى�گـزيـن

كرد:

  

n(2n −1)
3

< (2n +1)2

π2 + (2n +1)2

4π2 +...+ (2n +1)2

n2π2

  
< 2

3
n(n +1) ⇒ π2. n(2n −1)

3(2n +1)2 < 1
12 + 1

22 +...+ 1
n2

  
< 2n(n +1)π2

3(2n +1)2

حال به سادگى مى�توان حد عبارت�هاى دو طرف نابرابرى
را محاسبه كرد و نتيجه مى�شود:

  
lim
n→∞

π2n(2n −1)
3(2n +1)2 = lim

n→∞

2n2π2

3(4n2)
= π2

6

  
lim
n→∞

2n(n +1)π2

3(2n +1)2 = lim
n→∞

2n2π2

3(4n2)
= π2

6

 كتاب�هاىّو با توجه به قضيه�ى فشردگى (در مـبـحـث حـد
حسابان و حساب ديفرانسيل و انتگرال به تفـصـيـل در مـورد آن

بحث شده است) نتيجه مى�شود:

  
lim
n→∞

1
12 + 1

22 +...+ 1
n2 = π2

6

يعنى سرى 
  
∑

k=1

∞ 1
k2 گرا به� هم

  

π2

6
 است و به اين ترتيب كار

به پايان مى�رسد.
اكنون ديگر مى�توانيم احتمال فوق را به سادگـى بـه دسـت
آوريم. ديديم، احتمال آن كه دو عدد طبيعى كه به ترتيب و بـه
تصادف انتخاب شده�اند، نسبت به هم اول باشند، عكس مقدار

سرى 
  
∑

k=1

∞ 1
k2                                :است. بنابراين 

  
P(A) = 6

π2

�
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