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 هر تساوى مثلثاتى، بين يك يا چند نسبت مثلثاتى كـهتعري�:
به ازاى جميع مقادير متغير يا متغيـرهـاى تـعـريـ&%شـده در آن،
همواره برقرار باشد، يك اتحاد مثلثاتى ناميده مى%شـود. بـراى

مـثـال، تــســاوى 
  
sin4 x + cos4 x + 1

2
sin2 2x = 1  (I)يــك 

، هر زاويه%اى را قرار دهيم،xاتحاد مثلثاتى است. اگر به جاى 
تساوى فوق برقرار است.

 به سـه روش صـورتًاثبات يك اتحاد مثـلـثـاتـى مـعـمـولا
مى%گيرد:

 يك طرف اتحاد مثلثاتى را كه عبارت مفصل%تـرىروش اول:
است، با استفاده از فرمول%هاى مثلـثـاتـى و رابـطـه%هـاى ديـگـر
مثلثاتى، آن%قدر ساده%تر مى%كنيم و تغيير مى%دهيم تا به طرف ديگر

برسيم.

tan درستى اتحاد .١     مثال A − tan B
cot B − cot A

= tan A
cot B

 را ثابـت
كنيد.

عبارت سمت چپ اين اتحاد را ساده مى%كنيم تا به عبارتحل: 
سمت راست برسيم.

  

tan A − tan B
cot B − cot A

= tan A − tan B
1

tan B
− 1

tan A

=

tan A − tan B
1

tan A − tan B
tan A. tan B

عبارت سمت چپ=

  
= tan A. tan B = tan A × 1

cot B
عبارت سمت چپ

=برابر عبارت سمت راست                       tan A
cot B
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 احمد قندهارى�
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اتحادهاى
 مثلثاتى
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 فرض مى%كنيم تساوى اتحاد درسـت بـاشـد. دوروش دوم:
طرف تساوى را به كمك فرمول%ها و روابط مثلثاتى به صورت

ساده%تر مى%نويسيم تا به دو عبارت برابر برسيم.

 درستى اتحاد .٢مثال
  

sin3 a + cos3 a
sin a + cosa

= 2 − sin2a
2

 را

ثابت كنيد.

 فرض مى%كنيم تساوى اين اتحاد درست باشد. براى حلحل:
به روش دوم، طرفين وسطين مى%كنيم:

  ⇒ 2(sin3 a + cos3 a) = (sin a + cosa)(2 − sin2a)

عبارت سمت چپ را با استفاده از اتحاد زير بسط مى%دهيم:
   x

3 + y3 = (x + y)(x2 + y2 − xy)

    
⇒ 2(sin a + cosa)(sin2 a + cos2 a

1
1 244 344 − sin a cosa)

  = (sin a + cosa)(2 − sin2a)

  
⇒ 2(sin a + cosa)(1− 1

2
sin2a) = (sin a + cosa)(2 − sin2a)

  ⇒ (sin a + cosa)(2 − sin2a) = (sin a + cosa)(2 − sin2a)

� � �

 با نوشتن روابطى و با استفاده از فرمول%ها و روابطروش سوم:
مثلثاتى، صورت اصلى اتحاد را مى%سازيم (اين روش در واقع

برگشت%پذيرى روش دوم است).

 درستى اتحاد .٣مثال
  

sin x
1− cos x

+ 1+ cos x
sin x

= 2sin x
1− cos x

را ثابت كنيد.

 به ترتيب زير عمل مى%كنيم:حل:
  2sin x = 2sin x

−1)  دو طرف تساوى را بر  cos x) ≠  تقسيم مى%كنيم:0

  
⇒ 2sin x

1− cos x
= 2sin x

1− cos x

sinعبارت سمت چپ را در  x
sin x

 ضرب مى%كنيم:

  
⇒ 2sin2 x

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

تفكيك مى%كنيم:

  
⇒ sin2 x + sin2 x

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  
⇒ sin2 x + (1− cos2 x)

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  
⇒ sin2 x

sin x(1− cos x)
+ (1− cos x)(1+ cos x)

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  

sin x ≠ 0

(1− cos x) ≠ 0




  
⇒ sin x

1− cos x
+ 1+ cos x

sin x
= 2sin x

1− cos x

� � �

 اين روش معمول نيست، ولى در اتحادهاى مثلثاتىتوجه:
مسائلى داريم كه با اين روش، راحت%تر حل مى%شوند.

مسائل
 صحت اتحاد زير را ثابت.١

كنيد.
   (1− cos2 α)(1+ tan2 α) = tan2 α

  به روش اول حل مى%كنيم:حل:

  
(1− cos2 α)(1+ tan2 α) = (sin2 α)(1+ sin2 α

cos2 α
عبارت سمت چپ=(

  
(sin2 α)(

cos2 α + sin2 α)

cos2 α
) = sin2 α(

1
cos2 α

عبارت سمت چپ=(

                                                             
  
= sin2 α

cos2 α
= tan2 α

� � �

 صـحـت اتـحـاد .٢
  
(cot α −1)2 + (cot α +1)2 = 2

sin2 α
 را

ثابت كنيد.
  به روش اول حل مى%كنيم:حل:

  = cot2 α +1− 2cot α + cot2 α +1+ 2cot αعبارت سمت چپ

  
= 2cot2 α + 2 = 2(cot2 α +1) = 2(

cos2 α
sin2 α

عبارت سمت چپ(1+

                                                   
  
= 2(

cos2 α + sin2 α
sin2 α

)

  
= 2(

1
sin2 α

) = 2
sin2 α

عبارت سمت چپ
� � �
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 صـحـت اتـحــاد .٣
  

1− 2cos2 α
sin α. cosα

= tan α − cot αرا ثـابــت 
كنيد.

 به روش اول حل مى%كنيم:حل:  

    
= sin2 α + cos2 α

16 744 844
− 2cos2 α

sin α. cosα
= sin2− cos2 α

sin α. cosα
عبارت سمت چپ

كسر را تفكيك مى%كنيم:

  
= sin2 α

sin α. cosα
− cos2 α

sin α. cosα
= sin α

cosα
− cosα

sin α
عبارت سمت چپ

                                                         = tan α − cot α

� � �

 درستى اتحاد .٤
  

1− tan2(45˚−α)
1+ tan(45˚−α)

= sin2α.را ثابت كنيد 

α−˚45   حل:  = x.فرض مى%شود 

  

= 1− tan2 x

1+ tan2 x
=

1− sin2 x

cos2 x

1+ sin2 x

cos2 x

=

cos2 x − sin2 x

cos2 x
cos2 x + sin2 x

cos2 x

عبارت سمت چپ

                  
  

=

cos2x

cos2 x
1

cos2 x

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

  
= cos2x = cos(90˚−2α) = cos(

π
2

− 2α)عبارت سمت چپ

  = sin2α%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
� � �

 درستى اتحاد .٥
  
sin15˚+ tan 30˚cos15˚= 6

3
 را ثابت كنيد.

حل:

  
= sin15˚+ sin 30˚

cos 30˚
.cos15˚عبارت سمت چپ

  
= sin15˚cos 30˚+ cos15˚sin 30˚

cos 30˚
عبارت سمت چپ

                                   
  
= sin(15˚+30˚)

cos 30˚
= sin 45˚

cos 30˚

  

=

2
2
3

2

= 2

3
= 2

3
× 3

3
= 6

3
عبارت سمت چپ

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٦
  cos(α + β).cos(α − β) = cos2 α − sin2 β

حل:

  

= (cosα cosβ − sin α sinβ)(cosα cosβ + sin α sinβ)
1 2444444444 عبارت سمت چپ3444444444

                                                    
اتحاد مزدوج

  = cos2 α cos2 β − sin2 α.sin2 βعبارت سمت چپ

  = cos2 α(1− sin2 β) − (1− cos2 α)sin2 β

  = cos2 α − cos2 α sin2 β − sin2 β + cos2 α.sin2 β

  = cos2 α − sin2 β

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٧

  
sin200˚.sin 310˚+ cos 340˚.cos50˚= 3

2

حل:
  sin200˚= sin(180˚+20˚) = sin(π + 20˚) = − sin20˚

  sin 310˚= sin(360˚−50˚) = sin(2π − 50˚) = − sin 50˚

  cos 340˚= cos(360˚−20˚) = cos(2π − 20˚) = cos20˚

  = (− sin20˚)(− sin 50˚) + cos20˚cos50˚عبارت سمت چپ
                      = cos20˚cos50˚+ sin20˚sin 50˚

                    
  
= cos(50˚−20˚) = cos 30˚= 3

2

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٨
  cosα + cos(120˚+α) + cos(240˚+α) = 0

حل:
  = cosα + cos(180˚−60˚+α) + cos(180˚+60˚+α)عبارت سمت چپ

  = cosα + cos π + (α − 60˚)( ) + cos π + (α + 60˚)( عبارت سمت چپ(

  = cosα − cos(α − 60˚) − cos(α + عبارت سمت چپ(˚60

  = cosα − (cosα cos60˚+ sin α sin 60˚) عبارت سمت چپ−
                                (cosα cos60˚− sin α sin 60˚)

  = cosα − cosα cos60˚− sin α sin عبارت سمت چپ−˚60
                                    cosα cos60˚+ sin α sin 60˚

  
= cosα − 2cosα. cos60˚= cosα − 2cosα(

1
2

عبارت سمت چپ(

                                                                  = cosα − cosα = 0

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٩

  
sin4 α + cos4 α = 1− 1

2
sin2 2α

a   داريم:                              حل:
4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2
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  = sin4 α + cos4 α = (sin2 α + cos2 α)2 عبارت سمت چپ−
                                                          2sin2 α. cos2 α

  = (1)2 − 2sin2 α. cos2 α = 1− 2(sin α. cosα)2عبارت سمت چپ

  
= 1− 2(

1
2

sin2α)2

  
= 1− 2(

1
4

sin2 2α) = 1− 1
2

sin2 2αعبارت سمت چپ

      به خاطر بسپاريد: 
  
sin4 α + cos4 α = 1− 1

2
sin2 2α

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..١٠

  
sin6 α + cos6 α = 1− 3

4
sin2 2α

حل:
توجه داريم:

  

a6 + b6 = (a2 + b2)(a4 + b4 − a2b2)

a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2







و           
  
⇒ a6 + b6 = (a2 + b2) (a2 + b2)2 − 3a2b2[ ]

  = sin6 α + cos6 α = (sin2 α + cos2 α) عبارت سمت چپ×

  
(sin2 α + cos2 α)2 − 3sin2 α cos2 α[ ]

  
= 11− 3(sin α cosα)2[ ] = 1− 3(

1
2

sin2α)2 = 1− 3
4

sin2 2α

       به%خاطر بسپاريد: 
  
sin6 α + cos6 α = 1− 3

4
sin2 2α

� � �

 درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١١

  

sin θ
1

sin θ
−1

+ sin θ
1

sin θ
+1

= 2 tan2 θ

حل:

  

= sin θ
1− sin θ

sin θ

+ sin θ
1+ sin θ

sin θ

= sin2 θ
1− sin θ

+ sin2 θ
1+ sin θ

عبارت سمت چپ

              
  
= sin2 θ(1+ sin θ) + sin2 θ(1− sin θ)

(1− sin θ)(1+ sin θ)

                   
  
= sin2 θ + sin3 θ + sin2 θ − sin3 θ

1− sin2 θ

                      
  
= 2sin2 θ

1− sin2 θ
= 2sin2 θ

cos2 θ
= 2 tan2 θ

� � �

 درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١٢

  

1
cos4 α

−1− tan4 α = 2 tan2 α

حل:

  
= (

1
cos2 α

)2 −1− tan4 α = (1+ tan2 α)2 −1− tan4 αعبارت سمت چپ

  = 1+ tan4 α + 2 tan2 α −1− tan4 α = 2 tan2 αعبارت سمت چپ
� � �

  درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١٣

  

1

cos4 α + cos2 α sin2 α + sin2 α + tan2 α
= cos2 α

حل:

    

= 1
cos2 α(cos2 α + sin2 α

1
1 244 344 ) + sin2 α + tan2 α

عبارت سمت چپ

                                    
    

= 1
cos2 α + sin2 α

1
1 244 344 + tan2 α

  

= 1

1+ tan2 α
= 1

1+ sin2 α
cos2 α

= 1

cos2 α + sin2 α
cos2 α

= cos2 α
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   گزينه1اى الات چهارسؤ

>0  اگر  .١ x < π باشد، آن%گاه به ازاى چه مقاديرى از m معادله%ى ،
  
2 tan

x
2

= 4 − m2جواب دارد؟ 
١ (  m > m   يا 2 < −2٢ (  −2 < m < 2٣ (  −4 < m < 4٤ (  m > m   يا 4 < −4

 حاصل .٢
  

1− tan15˚
1+ tan15˚

+ 1+ tan15˚
1− tan15˚

 برابر است با:

١ (
  

2 3
3

٢ (
  

3 3
3

٣ (
  

4 3
3

٤ (
  

5 3
3
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+˚tan21   حاصل .٣ tan 39˚+ 3 tan20˚tan  برابر است با:˚60
١ (  3١٣) ٢ (

  

3
3

١) ٤-
 حاصل .٤

  

1
sin10˚

− 3
sin 80˚

 برابر است با:
٣-٤) ٤٢) ١ (

  
− 1

4
٤ (

  

1
4

cos2  حاصل  .٥ 70˚− cos2  برابر است با:˚20
١ (  sin 40˚٢ (  − sin 50˚٣ (  − sin 80˚٤ (  − sin 70˚

 حاصل .٦
  
sin4 π

12
+ cos4 π

12
 برابر است با:

١ (
  

7
8

٢ (
  
− 7

8
٣ (

  

3
4

٤ (
  

5
8

 حاصل .٧
  
sin6 π

12
+ cos6 π

12
 برابر است با:

١ (
  

11
16

٢ (
  

12
16

٣ (
  

13
16

٤ (
  

14
16

 اگر .٨
  

π
2

< x < π باشد، آن%گاه حاصل 
  

1− cos2x
1+ cos2x

 برابر است با:
١ (tanx٢ (cotx٣ (-tanx٤ (-cotx

 حاصل عبارت .٩
  
sin15˚+ 3

3
cos15˚:برابر است با 

١ (  6٢ (
  

6
2

٣ (
  

6
3

٤ (
  

6
4

 حاصل كسر .١٠
  

8 cos
x
2

. cos
x
4

cos x

sin2x
 برابر كدام گزينه است؟

١ (
  

1

sin
x
2

٢ (
  

1

cos
x
2

٣ (
  

1

sin
x
4

٤ (
  

1

cos
x
4  حاصل .١١

  
cos2(x − π

4
) − cos2(x + π

4
 برابر است با:(

١ (  cos2x  ٢ (  sin2x٣ (  − sin2x ٤ (  − cos2x

 حاصل .١٢
  
cos

π
5

. cos
3π
5

 برابر است با:
١ (

  

1
4

٢ (
  
− 1

4
٣ (

  

1
2

٤ (
  
− 1

2
cot اگر .١٣ α و cot β ريشه%هاى معادله%ى   x2 − 2x − 2 = tan(α باشند، آن%گاه 0 + β):برابر است با 

١ (
  
− 3

2
٢ (

  
− 2

3
٣ (

  

2
3

٤ (
  

3
2

 حاصل كسر .١٤
  

2sin α − sin2α
2sin α + sin2α

α) برابر است با:  ≠ kπ)

١ (
  
sin2 α

2
٢ (

  
cos2 α

2
٣ (

  
tan2 α

2
٤ (

  
cot2 α

2
cos2   حاصل .١٥ 70˚− cos2  برابر است با:˚20

١ (  cos40˚٢ (  − cos40˚٣ (  − cos70˚٤ (  − sin 70˚

گزينه1اىالات چهار                   حل سؤ

:                      ٢ گزينه�ى.١
  
0< x < π ⇒0< x

2
< π

2
⇒ tan

x
2

>0

  

tan
x
2

= 4 − m2

2
⇒ 4 − m2

2
>0⇒ 4 − m2 >0⇒ m2 < 4

⇒ −2 < m < 2

:٣ گزينه�ى .٢

    

A = 1− tan15o

1+ tan15o + 1+ tan15o

1− tan15o

= tan 45o − tan15o

1+ tan 45o tan15o + tan 45o + tan15o

1− tan 45o tan15o

    

= tan(45o −15o ) + tan(45o +15o ) = tan 30o + tan 60o

= 3
3

+ 3 = 4 3
3

� � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �
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21o       :١ گزينه�ى .٣ + 39o = 60o ⇒ tan 60o = tan(21o + 39o )

    
⇒ 3 = tan21o + tan 39o

1− tan21o tan 39o

    ⇒ tan21o + tan 39o = 3 − 3 tan21o tan 39o

    ⇒ tan21o + tan 39o + 3 tan21o tan 39o = 3

:١ گزينه�ى .٤
    
sin 80o = sin(90o −10) = sin(

π
2

−10o ) = cos10o

    

1
sin10o − 3

cos10o = cos10o − 3 sin10o

sin10o cos10o

= cos10o − tan 60o sin10o

1
2

sin20o

    

=
cos10o − sin 60o

cos60o sin10o

1
2

sin20o

=

cos60o cos10o − sin10o sin 60o

cos60o

1
2

sin20o
=

cos(60o +10o )

cos60o

1
2

sin20o

    

= cos70o

1
2

sin20cos60o
= cos(90o − 20o )

1
2

sin20o (
1
2

)
=

cos(
π
2

− 20o )

1
4

sin20o

= sin20o

1
4

sin20o
= 4

:٢گزينه�ى .٥

    
cos2 70o − cos2 20o = cos2(

π
2

− 20o ) − cos2 20o

                                 = sin2 20o − cos2 20o

    
  
= −(cos2 20˚− sin2 20˚) = −(cos40˚)

                  = − sin 50˚= − cos(
π
2

− 50˚)

 درس همين مقاله داشتيم:٩: در مسئله%ى ١ گزينه�ى .٦

  
sin4 α + cos4 α = 1− 1

2
sin2 2α

  
⇒ sin4 π

12
+ cos4 π

12
= 1− 1

2
sin2 π

6
= 1− 1

2
(
1
2

)2 = 1− 1
8

= 7
8

 درس همين مقاله داشتيم:١٠: در مسئله%ى ٣ گزينه�ى .٧

  
sin6 α + cos6 α = 1− 3

4
sin2 2α

  
⇒ sin6 π

12
+ cos6 π

12
= 1− 3

4
sin2 π

6
= 1− 3

4
(
1
2

)2

                                      
  
= 1− 3

16
= 13

16

:   ٣ گزينه�ى .٨
  

1− cos2x
1+ cos2x

= 2sin2 x

2cos2 x
= tan2 x = tan x

  

π
2

< x < π ⇒ tan x <0⇒ tan x = − tan x

:٣ گزينه�ى .٩
  
sin15˚+ 3

3
cos15˚= sin15˚+ tan 30˚.cos15˚

  
= sin15˚+ sin 30˚

cos 30˚
.cos15˚

  
= sin15˚cos 30˚+ cos15˚sin 30˚

cos 30˚
= sin(30˚+15˚)

cos 30˚
= sin 45˚

cos 30˚

  

=

2
2
3

2

= 2

3
= 2

3
× 3

3
= 6

3

:٣ گزينه�ى .١٠
  

8 cos
x
2

cos
x
4

. cos x

2(sin x)cos x
=

8 cos
x
2

cos
x
4

cos x

2(2(sin
x
2

) cos
x
2

) cos x

  

=
8 cos

x
2

cos
x
4

cos x

8sin
x
4

. cos
x
4

cos
x
2

. cos x
= 1

sin
x
4

داريم: ؛ ٢ گزينه�ى .١١
  
cos2 x = 1+ cos2x

2
 پس:،

  
cos2(x − π

4
) − cos2(x + π

4
) =

1+ cos(2x − π
2

)

2
−

1+ cos(2x + π
2

)

2

  
=

1+ cos(
π
2

− 2x)

2
−

1+ cos(
π
2

+ 2x)

2

  
= 1+ sin2x

2
− 1− sin2x

2
= 1+ sin2x −1+ sin2x

2

  
= 2sin2x

2
= sin2x

:٢ گزينه�ى .١٢

  
cos

π
5

. cos
3π
5

= cos
π
5

cos(π − 2π
5

) = − cos
π
5

cos
2π
5

  

− cos
π
5

. cos
2π
5

×
4sin

π
5

4sin
π
5

=
−2(2sin

π
5

cos
π
5

).cos
2π
5

4sin
π
5

  

=
−2(sin

2π
5

. cos
2π
5

)

4sin
π
5

=
− sin

4π
5

4sin
π
5

=
− sin(π − π

5
)

4sin
π
5

  

=
− sin

π
5

4sin
π
5

= −1
4

:٢گزينه�ى .١٣
  
cot α. cot β = c

a
=  و 2−

  
cot α + cot β = − b

a
= 2

  

tan(α + β) = tan a + tanβ
1− tan α tanβ

=

1
cot α

+ 1
cot β

1− 1
cot α. cot β

=

cot α + cot β
cot α. cot β

1− 1
cot α. cot β

  

=

2
−2

1− 1
−2

= −1

1+ 1
2

= −1
3
2

= − 2
3

:٣گزينه�ى .١٤

  

2sin α − 2sin α cosα
2sin α + 2sin α cosα

= 2sin α(1− cosα)
2sin α(1+ cosα)

= 1− cosα
1+ cosα

  

=
2sin2 α

2

2cos2 α
2

= tan2 α
2

:٢ گزينه�ى .١٥
  
cos2 70˚− cos2 20˚= cos2(

π
2

− 20˚) − cos2 20˚

  = sin2 20˚− cos2 20˚= −(cos2 20˚− sin2 20˚) = − cos40˚
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