
سطهمتو

٤٨ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

ضا اميرى حميدر�٣

ه:اشار
در ايـن قـســمــت و بــا بــيــان خــواص
رابـطـه�ى بـخـش�پـذيـرى (عــاد�كــردن)

 در دو قــســمــت قــبــل، بـــهZروى 
ِبررسى قضيه�ى تـقـسـيـم و نـتـايـج

حاصل از آن مى�پردازيم:

به ازاى هـر عـدد قضيه�ى تـقـسـيـم:
، هموارهb و هر عدد طبيعى مانند aصحيح مانند 

 يافتq و rدو عدد صحيح و منحصر به فـرد مـانـنـد 
aمى*شوند،به قسمى كه  = bq + r 0   و≤ r < b.

 اثبات قضيه*ى تقسيم را با روشى بيان مى*كنيم كه تا حدى
با روش اثبات در كتاب درسى متفاوت است:

برهان: دنباله*ى اعداد صحيح زير را در نظر بگيريد:
  ...,−3b,−2b,−b,0,b,2b,3b,...

، همواره بين دو عضوaواضح است كه هر عدد صحيح مانند 
متوالى از اين دنباله قرار خواهد گرفت! يعنى عددى صحيح مانند

q يافت مى*شود، به قـسـمـى كـه   qb ≤ a < (q +1)bبا اضافـه .
−كردن qb :0   به طرفين نابرابرى خواهيم داشت≤ a − qb < b

كـه اگـر فـرض كـنــيــم 
  

r = a − bq
a =bq + r

1 24 ، در ايـن صـورت  داريــم:34
a = bq + rقضيه*ى يعنى وجود ِ. بنابراين قسمـت اول r و qدر 

Z كه در رابطه*هاى a = bq + r 0   و≤ r < bصدق كنند، به اثبات 
 همان اثبات كتاب درسى است!q و rرسيد. اثبات يكتايى 

راb  را مـقــســوم،aاز ايـن بـه بـعــد در مــســائــل، تـوجــه: 
 را باقى*مانده مى*ناميم.r را خارج*قسمت و qمقسوم*عليه، 

م)ِبيان و اثبات چند قضيه�ى مقدماتى (ل
اگر در يك تقسيم، مقسوم و مقسـوم عـلـيـه را در عـددى :١م ِل

ضرب كنيم، باقى*مانده*ى تقسيم در آن عـدد ضـرب مـى*شـود و
خارج*قسمت تغيير نمى*كند.

فـــرض كـــنـــيــــم ـــرهـــان:ب
a = bq + rتــقــســيــم عـــدد 

 بـر عـددaصـحـيـح و دل*خـواه 
 خــارج*q بـاشـد و bطـبـيــعــى 
 **باقى*مانده. در اينrقسمـت و 

صورت داريم:
a = bq + r

⇒ ka = k(bq) + kr

⇒ ka = (kb)q + kr

ka خارج*قسمت تقسيم qواضح است كه 

 باقى*مانده.kr است و kbبر 
  (0≤ r < b ⇒0≤ kr < kb)

بر در حالتى كه مقسوم و مقسوم*علـيـه ١م ِل   تذكر:
k بخش*پذير باشند و نيـز بـراى تـقـسـيـم آن*هـا بـرk،

برقراراست (به عنوان تمرين ثابت كنيد.)

 برابر مقسوم عليه را به مقسوم اضافـهkاگر در يك تقسيم  :٢م ِل
كنيم و مقسوم*عليه را تغيير ندهيم، در اين صورت خارج*قسمت

 جمع مى*شود و باقى*مانده تغيير نمى*كند.kبا عدد 

aفرض كنيم  برهان: = bq + r:در اين صورت .

a = bq + r ⇒ a + kb = bq + kb + r

  

⇒ (a + kb) = b(q + k
′q
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يك مطلب جالب!
در هر تقسيم، تعداد ارقام خارج قسمت برابر است با
حداقل تعداد صفرهايى كه بايد در جلوى مقسوم*عليه قرار

دهيم تا عدد حاصل از مقسوم بزرگ*تر شود.
، خارج*قسمت دو رقمى است،٦ بر ٧٦در تقسيم مثال: 

 قرار دهيم، در ايـن٦زيرا اگر حداقل دو صـفـر جـلـوى 
 بزرگ*تر مى*شـود. در٧٦ از ٦°°صورت حاصل يعـنـى 

، يك رقمـى٨ بر ٧٦صورتى كه خارج*قسمت تـقـسـيـم 
، عـدد٨است. زيرا با قراردادن تنها يك صـفـر جـلـوى 

 بزرگ*تر مى*شود.٧٦حاصل از 
بزرگ*ترين عددى كه مى*توان به مقسوم اضافه كرد: ٤م ِل

تا خارج*قسمت تغيير نكند (با ثابت ماندن مقسوم عـلـيـه)
b)  برابر است با  − r −1).

aاگر به طرفـيـن رابـطـه*ى   برهـان: = bq + r عدد nرا 
aاضافه كنيم، خواهيم داشت  + n = bq + n + rحال .

a)اگر  + n) را مقسـوم و b را همان مقسوم*علـيـه و qرا 
r′خارج*قسمـت فـرض كـنـيـم و  = (n + r)باقى مـانـده 

n  باشد، بايد  +1< b  يا   n < b  باشد كه حداقل مقدار1−
n  براى آن  = b − r  است.1−

aدر تقسيم : ٥م لِ = bq + r حداكثر r
q









واحد مى*توان 

به مقسوم*عليه اضافه كرد تا مقسوم و خارج*قسمت تغيير
نكنند.

a                        برهان: = bq + r ⇒ a = (b + x)q + ′r

  ⇒ bq + r = (b + x)q + ′r ⇒ ′r = r − xq,  ′r ≥0

  
⇒ r − xq ≥0⇒ xq ≤ r ⇒ x ≤ r

q
⇒ xmax = r

q











 تقسيم يـك عـدد بـرِبراى به دست آوردن خـارج قـسـمـت :٣م ِل
 چند عدد، كافى است آن عدد را بر يكى از عامل*هاىِحاصل*ضرب

 حاصل را هم بر يكى ديگر ازِضرب، تقسيم كنيم. خارج*قسمت
 ضربِعوامل تقسيم كنيم و اين عمل را ادامه دهيم تا آخرين عامل

كه آخرين خارج*قسمت همان خارج*قسمت مطلوب است.
7   رب ار ٤٥° تمسق*جراخ ميهاوخ*ىم مينك ضرف × 3 × .ميبايب 5

  450= 5 × 90,  90= 3 × 30,  30= 7 × 4 + 2 ⇒ q = 4

  450= (7 × 3 × 5) × 4 + 30⇒ ′q = 4

q  (مشاهده مى*كنيد كه  = ′q = 4(

 بررسى مى*كنيم.bc بر a  را در حالت تقسيم عدد ٣م ِ ل برهان:
 عدد تقسيم شود نيز به طريقn بر حاصل*ضرب aبراى حالتى كه 

مشابه مى*توان عمل كرد:
)١  (  a = bq + r,  0≤ r < b ابتدا :a را بر bتقسيم مى*كنيم 
)٢  (  q = cq1 + r1,  0≤ r1 < c سـپـس :q را بـر cتـقـسـيــم 

مى*كنيم
 قرار دهيم، خـواهـيـم١ در رابطـه*ى ٢ را از رابطـه*ى qاگـر 
داشت:

  a = b(cq1 + r1) + r ⇒ a = bcq1 + (br1 + r)

br1  حال كافى است ثابت كنيم:  + r2 < bcدر اين صورت .
 يعنى آخرين خارج*قـسـمـت، هـمـانq1  حكم به دست مـى*آيـد و 

خارج*قسمت مطلوب است.
  r < b ⇒ r ≤ b −1

  r1 < c ⇒ r1 ≤ c −1⇒ br1 ≤ bc − b

 
ىواسمان نيفرط�عمج

r + br1 ≤ (b −1) + (bc − b) ⇒ br1 + r ≤ bc −1

  ⇒ br1 + r < bc

مسائل حل شده

 واحد به مقسوم اضافه٤١در يك تقسيم، اگـر   :١مسئله�ى 
 واحد به خارج قسمـت٥كنيم و مقسوم*عليه را تغيير ندهيـم، 

 واحد كم مى*شود. مقسوم*عـلـيـه را٤اضافه و از باقى*مـانـده 
بيابيد.

a              فرض  حل: = bq + r

    

a + 41= b(q + 5) + r − 4 ⇒ a + 41= bq + r
a

123
+ 5b − 4

  ⇒ 5b = 45 ⇒ b = 9

⇒
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 يافت مى*شود كـهaچه تعداد عدد طبيعى ماننـد  :٢مسئلـه�ى 
، از سه برابر مربع خارج*قسمت١٩٨باقى*مانده*ى تقسيم آن بر 

 واحد كمتر باشد (بزرگ*ترين آن*ها كدام است)؟٤
 راr را خارج*قسـمـت و qطبق قضيه*ى تقسـيـم، اگـر  حل:

باقى*مانده فرض كنيم، خواهيم داشت:
  a =198q + r  ,  r <198  ,  r = 3q2 − 4

  
⇒ 3q2 − 4 <198 ⇒ 3q2 < 202 ⇒ q2 < 202

3

  
⇒ q2 ≤ 202

3






= 67 ⇒ q ≤ 67[ ] ⇒ q ≤ 8

  

q = 0⇒ r = −4

q = 1⇒ r = −1




  ⇒ q ≠ 0,1,  2 ≤ q ≤  اگر8

q  ، هفت مقدار وجود دارد كه به ازاى qبنابراين براى  = 8

 به دست مى*آيد.aبزرگ*ترين مقدار براى 
  q = 8 ⇒ r = 3 × 82 − 4 =188  ,  a =198 × 8 +188 =1772

٥ و باقى*مانـده ٨در يك تقسيم، مقسوم عـلـيـه : ٣مسئلـه�ى 
 واحد به مقسوم اضافه كنيم و مقسوم عـلـيـه را٣٢است. اگر 

تغيير ندهيم، خارج قسمت چه تغييرى مى*كند و باقى*مانده چه
عددى است؟

، چون چهار برابر مقسوم*عليه با مقسـوم٢م ِطبق ل حل:
 جمع مـى*شـود و٤جمع شده است، خارج*قسمـت بـا عـدد 

خارج*قسمت جديد به دست مى*آيد. باقى*مانده تغيير نمى*كند
 است.٥و همان عدد 

 برابر باقى*مانده است١٢در يك تقسيم، مقسوم  :٤مسئله�ى 
 واحد از حداكثر مقدار خود كمتر است. اجزاى٢و باقى*مانده 

اين تقسيم را به دست آوريد.
aطبق فرض مسئله، اگر  حل: = bq + rدر اين صورت ،
  a = 12r و   r = b −1− 2.

  a = bq + r ⇒12r = bq + r ⇒12(b − 3) = bq + b − 3

  ⇒12b − 36 = bq + b − 3 ⇒11b − bq = 33

  
⇒ b(11− q) = 3 ×11⇒

b = 11⇒ r = b − 3 = 11− 3 = 8

11− q = 3 ⇒ q = 8




  a = 12r ⇒ a = 12 × 8 = 96

−11   ـرگا هك ـديراد هجـوت( q = q   ترـوص نيا رد ،11 = ـهك 0
a   دهد*ىم هجيتن = ).ديآ*ىمن تسد هب ىعيبط ىددع تروص نيا رد .0

و ١٩ بيترت*هب ٢٥ رب b و a ميسقت ىاه*هدنام*ىقاب رگا :٥ ى�هلئسم 
3a)   ميسقت ى*هدنام*ىقاب ،دنشاب ١٧ − 5b) ديبايب ٢٥ رب ار.

طبق فرض مسئله داريم: حل:

  

a = 25q1 +19

b = 25q2 +17




⇒
3a = 3 × 25q1 + 57

5b = 5 × 25q2 + 85




    

⇒ 3a − 5b = 25(3q1 − 5q2

q∈Z
1 24 34

) + 57 − 85 = 25q −28

    ⇒ (3a − 5b) = 25q −28 = 25q − 50+22 = 25(q −2
′q ∈Z}

) +22

   = r = ⇒   باقيمانده 22 (3a − 5b) = 25 ′q + 22 ⇒

(توجه داريد كه باقى*مانده*ى هر تقسيمى، همواره عـددى
نامنفى است.)

 اگر در يك تقسيم، مقسوم و مقسوم*عليه هـر دو:٦مسئله�ى 
 بخش*پذير بـاشـنـد، ثـابـت كـنـيـد هـمـوارهkبر عدد صـحـيـح 

 بخش*پذير خواهد بود.kباقى*مانده*ى تقسيم نيز بر 
روش اول: حل:

  a = bq + r  ,  k a,  k b ⇒ a = kq1  ,  b = kq2

    

⇒ kq1 = (kq2)q + r ⇒ r = k(q1 − q2q
′q

124 34
) ⇒ k r

k   روش دوم: a             

k b → k bq





⇒ k a − bq ⇒ a r

 به٨ و ٧ بر دو عـدد a باقى*مانده*هاى تقسيم عدد :٧مسئله�ى 
 را بيابيد.٥٦ بر a هستند، باقى*مانده*ى تقسيم ٦ و ٥ترتيب 

طبق فرض داريم: حل:

  

a = 7q1 + 5

b = 8q2 + 6




⇒
8a = 56q1 + 40

7b = 56q2 + 42




    

⇒ (8a − 7b) = 56(q1 − q2

q∈Z
123

) + (40− 42)

  ⇒ a = 56q − 2 ⇒ r = 54

r  (براى يافتن  =  عمل كنيد.)٥ مانند مسئله*ى 54
،٧ و ٥ بر دو عدد a باقى*مانده*هاى تقسيم عدد :٨مسئله�ى 

 بيابيد.٣٥ را بر a هستند، باقى*مانده*ى تقسيم ٥ و ٣به*ترتيب 
طبق فرض داريم:حل: 

  

14

15

a = 5q1 + 3

q = 7q2 + 5




⇒
14a = 14 × 5q1 + 42

15a = 15 × 7q2 + 75




  ⇒ (15a −14a) = 35(3q2 − 2q1) + 33 ⇒ r = 33

(توجه داريد كه براى ضرب در هر تساوى اعدادى متوالى
 داشته باشد كـه٥ و ديگرى عامـل ٧ ِلازم داريم كه يكى عامـل

 واجد اين شرايط هستند.)١٥ و ١٤
١٢ اب ربارب ٢٩ رب a ىعيبط ددع ميسقت ى*هدنام*ىقاب :٩مسئله�ى 
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21a   و a ىارب ار راـدـقم نيـرتـمك ترـوص نيا رد .ـتسا 17+

.ديبايب
طبق فرض داريم:حل: 

  

a = 29q +12

a +17 = 21 ′q




⇒ 29q +12 = 21 ′q −17

    ⇒ 21 ′q = 29q +12 +17 = 29q + 29 = 29(q +1
q1∈Z}

)

  
⇒ 21 ′q = 29q1 ⇒ 21

29
= q1

′q
⇒
amin

q1 = 21,  ′q = 29

از طرف ديگر:
  a +17 = 21 ′q ⇒ a = 21 ′q −17 = 21× 29 −17 = 592

 عددى صحيح و فرد باشد، به طورى كهaاگر   :١°مسئله�ى 
 باشد، باقى*مـانـده*ى١٧، عدد ٢٥باقى*مانده*ى تقسيـم آن بـر 

تقسيم عدد 
  

a + 3
2

 را بيابيد.٢٥ بر 
a  طبق فـرض داريـم: حل:  = 25q  فـردa. و چون 17+

 عددى زوج باشد (چرا؟) بنابراين داريم:qاست. پس بايد 
  q = 2k ⇒ a = 25 × 2k +17 ⇒ a + 3 = 25 × 2k +17 + 3

  
⇒ a + 3

2
= 25k + 20

2
⇒ a + 3

2
= 25k +10⇒ r = 10

٢٥ و باقى*مانده ٥٢٥ در يك تقسيم، مقسوم :١١مسئله�ى 
است. اگر مقسوم*عليه، مجذور دو برابر خارج*قسمت باشد،

خارج*قسمت را بيابيد.
طبق فرض داريم:حل: 

  525 = bq + 25,  b = (2q)2 = 4q2

  ⇒ 525 = 4q2 × q + 25 ⇒ 4q3 = 500⇒ q3 = 125 ⇒ q = 5

b   اعـداد طـبـيـعـى و b و aاگـر   :١٢مسـئـلـه�ى  ≠  باشـد و1
a−  بناميم، باقى*مانده*ى تقسيمr را b بر aباقى*مانده*ى تقسيم 

 را بيابيد.b−ر ب
طبق فرض مسئله و قضيه*ى تقسيم داريم:حل: 

  a = bq + r,  0≤ r < b ⇒ b − r >0

    
−a = −bq − r ⇒ −a = −bq − r + b − b

0
{

  ⇒ −a = −b(q +1) + b − r

r′اگـر فـرض كـنـيـم:  = b − r ديـديـم كـه ،  b − r >0.
bواضح است كه  − r < b بنابراين باقى*مانده*ى تقسيم .−a

b) عدد b−بر  − r).است 
اگر در يك تقسيم، خارج*قسمت را از مقسوم  :١٣مسئله�ى 

٢°و مقسوم*عليه كم كنيم، خارج*قسمت تغييـر نـمـى*كـنـد و 
واحد به باقى*مانده اضافه مى*شود. خارج*قسمت را بيابيد.

طبق فرض مسئله داريم:حل: 
  a = bq + r,  a − q = (b − q)q + r + 20

  ⇒ a − q = bq − q2 + r + 20

  ⇒
a =bq + r

b /q + /r − q = b /q − q2 + /r + 20

  ⇒ −q2 + q + 20= 0⇒ (q − 5)(q + 4) = 0

  q = ⇒   يا 4− q = 5

 وجود دارد١١°° و ٧°° چند عدد طبيعى بـيـن :١٤مسئله�ى 
 تقسيم كنيم، باقى*مانـده*ى تـقـسـيـم و١٤٣كه اگر آن*ها را بـر 

خارج*قسمت آن، مساوى باشند؟
 فـرض كـنـيـم، داريــم:aاگـر عـدد مـورد نــظــر را حـل: 

  700< a a   و 1100> = 143q + r و r = qبــنـــابـــرايـــن .
مى*توان نوشت:

  700<143q + q <1100⇒ 700<144q <1100

  ⇒ 4 / 86 < q < 7 / 63

   q = q   يا7 = ⇒   يا 6
q∈Z

5 ≤ q ≤ 7 ⇒ q = 5

بنابراين سه عدد طبيعى وجود دارد.
مجموعه ارقام كوچك*ترين عدد طبيعى را بيابيد  :١٥مسئله�ى 

 بخش*پذير باشد.٣١٥ و مربع آن نيز بر ١٣كه مضرب 
طبق فرض مسئله داريم:حل: 

  
n = 13k,  315 n2,  315 = 32 × 5 × 7

  
315 n2 ⇒ n2

315
∈Z ⇒ n2

32 × 5 × 7
∈Z ⇒ 169k2

32 × 5 × 7
∈Z

 دارد١٣ فقط عامل ١٦٩
  kmin = 3 × 5 × 7 = 105

  ⇒ nmin = 13 ×105 = 1365

  = 1+ 3 + 6 + 5 = مجموع ارقام 15

 است. اگر اولى را بر دومى٧١مجموع سه عدد   :١٦مسئله�ى 
 مى*شود و اگـر١ و باقى*مانـده ٢تقسيم كنيم، خـارج*قـسـمـت 

٤ و باقى*مانده ٣سومى را بر دومى تقسيم كنيم، خارج*قسمت 
مى*شود. اين سه عدد را بيابيد.

 فـرضc و سومـى را b، دومـى را aاگر عـدد اول را حـل: 
كنيم، خواهيم داشت:

  

a + b + c = 71

a = 2b +1

c = 3b + 4






⇒ (2b +1) + b + (3b + 4) = 71

  
⇒ 6b = 66 ⇒ b = 11⇒

a = 2 ×11+1= 23

c = 3 ×11+ 4 = 37




⇒


