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منظور از «ارتفاع يك مجموعه�ى فازى»، بزرگ�ترين  تعري�:
مـقـدار درجـه�ى عـضـويـت در آن مـجـمـوعـه اسـت. ارتـفــاع

 نمايش مـى�دهـيـم. بـه ايـنh(Ã) را بـا Ãمجمـوعـه�ى فـازى 
ترتيب:

h(Ã) = max
x∈X

µ
Ã

(x)

 باشـد، آن١در صورتى�كه ارتفاع يك مجـمـوعـه�ى فـازى 
مجموعه�ى فازى را نرمال و در غيـر ايـن صـورت غـيـرنـرمـال

 يك مجموعه�ى فازى نرمال باشد،Ãمى�گويند. بنابراين اگر 
آن�گاه:

  
∃x ∈X,  µ

Ã
(x) =1

مقدمه
 داراى ابهام و نوعى عدم قطعيت هستند كه به پيچيدگى در آن�ها مى�انجامد.ًمسائلى كه انسان در واقعيت با آن�ها سروكار دارد، معمولا

براى آن�كه بتوان موضوعى را به�طور كامل تحليل كرد، بايد اطلاعات كافى و دقيق از آن داشت. ولى انسان در مواجهه با مسائل پيچيده
در دنياى واقعى، چون اطلاعات دقيقى از آن�ها ندارد، به شكل تقريبى ماهـيـت آن�هـا را تـحـلـيـل مـى�كـنـد. در ايـن خـصـوص، پـروفـسـور
لطفى�زاده، بنيان�گذار منطق و مجموعه�هاى فازى بيان كرده است: «هر چه ميزان آگاهى از يك سيستم افزايش يابد، پيچيدگى آن سيستم
كاهش پيدا مى�كند و درك و تحليل از آن افزايش مى�يابد. وقتى پيچيدگى سيستم كاهش يابد، دقت روش مدل�سازى افزايش مى�يابد و

ابزار مفيدى براى تحليل سيستم فراهم مى�شود.»
براى سيستم�هايى كه پيچيدگى كمى دارند، چون ميزان عدم قطعيت در آن�ها كم است، مى�توان با استفاده از روابط رياضى، رفتار آن�ها
را به شكل دقيق مدل�سازى و تحليل كرد. ولى اگر سيستم قدرى پيچيده شود، عدم قطعيت افزايش مى�يـابـد. در ايـن حـالـت نـمـى�تـوان
تحليل دقيقى از آن به عمل آورد. به منظور تحليل مناسبى از اين نوع سيستم�ها، از رويكرد استدلال تقريبى فـازى اسـتـفـاده مـى�شـود. بـه

همين لحاظ، به آن�ها سيستم�هاى «فازى» مى�گويند.
ورودى سيستم�هاى فازى، اطلاعاتى فازى يا غيردقيق هستند، يا آن�كه بررسى سيستم براساس استدلال تقريبى و به شكل فازى و غيردقيق
صورت مى�گيرد. نظريه�ى فازى كه به بررسى مفاهيم غيردقيق مى�پردازد، داراى چهار بخش متفاوت است كه عـبـارت�انـد از: ريـاضـى
فازى، منطق و سيستم�هاى فازى، تصميم�گيرى فازى و هوش مصنوعى. رياضى فازى به بررسى مـجـمـوعـه�هـاى فـازى و اعـمـال روى
آن�ها مى�پردازد و همان�گونه كه در قسمت�هاى قبل اشاره شد، عضويت يك عنصر در يك مجموعه�ى فازى، با عددى موسوم به درجه�ى
عضويت بيان مى�شود كه مقدارى بين صفر و يك است. منطق فازى توسعه يافتـه�ى مـنـطـق كـلاسـيـك اسـت كـه در آن بـه جـاى مـنـطـق دو

ارزشى، از منطق چند ارزشى استفاده مى�شود. در تصميم�گيرى فازى پارامترها، تابع هدف و قيود مسئله به شكل فازى هستند.
از جمله كاربردهاى مهم نظريه�ى فازى،در هوش مصنوعى و طراحى و ساخت ربات�هاى هوشمند است كه مى�توان با پردازش فازى،

امكان انجام رفتارهايى شبيه انسان را در آن�ها طراحى كرد.
در قسمت�هاى قبل، مفاهيمى چون مجموعه�ى فازى محـدب، عـدد فـازى و اعـمـال روى مـجـمـوعـه�هـاى فـازى مـعـرفـى شـدنـد. در ايـن

قسمت، ابتدا چند مفهوم در مجموعه�هاى فازى را مطرح مى�كنيم:
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با اين تابع عضويت است:

  
µ õ (x) =

1       x =0

0       x ≠0




Supp(õ)  بنابراين:  = 0{ شكل زير).( {

در قسمت قبل، تعـريـفـى از اعـداد فـازى مـطـرح شـد كـه
 ارائه داده است. پس از آن، تعريH عـدد فـازى، بـه١زيمرمـن

صورت زير كامل شد:
 را عدد فازى گوييم هرگاه:Ãمجموعه�ى فازى تعري`: 

 مجموعه�ى فازى نرمال باشد؛Ã ال`)
 بـراى هـرAα، يـعـنــى Ã بـرش α− مـجـمـوعــه�ى ب)

  0< α . بازه�اى بسته باشد؛1≥
 مجموعه�اى كران�دار باشد.Ã تكيه�گاه ج)

ره ىارب ىزاف ددع ـكي شرب α− نوچ ،لااب Hيرـعت ربانب
  0< α ،هـتـسب ى�ـهعـوـمجم ـره و ،ـهـتـسب ىا�ـهعوـمـجم ،1≥

ى�هعومجم كي ىزاف ددع ره نياربانب ،تسا بدحم ىا�هعومجم
ىنعي .تسين رارقرب تلاح نيا سكع ىلو .تسا بدحم ىزاف
نآ شرب α− كي هك دز لاثم ار ىبدحم ىزاف ى�هعومجم ناوت�ىم
تيوضع عبات زا ىياه�هنوـمن ،ريز ىاه�لكش .دشاب زاب�مين اي زاب
و ىقيقح دادعا هك مينك�ىم هجوت .دننك�ىم نايب ار ىزاف ددع كي
.دنتسه ىزاف دادعا زا ىصاخ تلااح ،ىقيقح ىاه�هزاب

 كه مقدار درجه�ىXزير مجموعه�اى از مجموعه�ى مرجـع 
 باشد، «هسته�ى مجموعه�ى١عضويت اعضاى اين مجموعـه 

 نـمـايــشCore(Ã) را بـا Ã نـام دارد. هـســتــه�ى Ãفـازى» 
مى�دهند. لذا:

  
Core(Ã) = x ∈X   µ

Ã
(x) =1{ }

شكل�هاى زير، توابع عضويت نمونه�اى از يك مجموعه�ى
فازى نرمال و غيرنرمال را نمايش مى�دهند. در هر يك از آن�ها

هسته و ارتفاع مشخص شده�اند.

هم�چنين، اگر:
   Ã = (2,0/ 3), (3,0/ 6), (4,1), (5,1), (7,0/ 8), (9,0/ 4){ }،

h(Ã)  آن�گــاه: Core(Ã)   و 1= = 4,5{ Ã. بــنــابــرايـــن، {

مجموعه�ى فازى نرمالى را نمايش مى�دهد.
مفهوم ديگرى كه در مجموعه�هاى فازى مطرح مى�شـود،

 باِ«مجموعه�ى فازى سينگلتون» است كه به مجموعه�ى فـازى
 يـكÃتكيه�گاه يـك عـضـوى اطـلاق مـى�شـود. بـنـابـرايـن، 

مجموعه�ى فازى سينگلتون نام دارد، هرگاه:
Supp(Ã) = a{ }
براى مثال، منظور از صفر سينگلتون، مجموعه�اى فـازى

h(Ã)  مجموعه�ى فازى نرمال با  Core(Ã)    و1= = 3,5[ ]

h(Ã)   مجموعه�ى فازى نرمال با Core(Ã)   و 1= = 4{ }

h(Ã)  با مجموعه�ى فازى غيرنرمال  =0/ Core(Ã) و 7 = φ

)٤       يك عدد حقيقى قطعى (عدد ١

)٤ً        يك عدد حقيقى فازى (تقريبا٢

µ

µ

µ
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 همانند شكل�هاى بـالاًتابع عضويت هر عدد فازى، لزوما
متقارن نيست. به نمونه�هاى زير از اعداد فازى توجه كنيد:

مشاهده مى�كنيم، تابع عضويت هر عـدد فـازى مـى�تـوانـد
صعودى يا نزولى باشد. با توجه به تعريH عدد فازى، مى�توان

قضيه�ى زير را بيان كرد:
 باشد، آن�گاهR| يك مجموعه�ى فازى روى Ãاگر قضيه: 

Ãيك عدد فازى است اگر و تنها اگر بازه�ى بسته�ى غيـرتـهـى 
 وجود داشته باشد كه:[a,b]نظير 

  

µ
Ã

(x) =
1            a ≤ x ≤ b

l(x)          x < a

r(x)         x > b







,∞−) تابعى از lكه در آن  a) صعودى  و از راست[0,1]   به ،
x  پيوسته است و به ازاى  ∈(−∞, w1] ،  w1 ≤ a ،  l(x) =0،

r تابعى از (b,+∞) نزولى و از چپ پيوسته است و به[0,1]   به ،
x  ازاى  ∈[w2,+∞) ،  b ≤ w2:داريم   r(x) =0.

 در قضيه بـه نـمـايـش گـذاشـتـهr و lدر شكل زيـر، تـوابـع 
شده�اند:

 برش�هاى خود مشخصα−چون مجموعه�هاى فازى بـا 
 برش�هـا،α−مى�شوند، مى�توان با انجـام مـحـاسـبـات روى 

اعمال رياضى روى اعداد فازى را برحسب اعمال رياضى روى
−αبرش�هاى آن�ها معرفى كرد. در اين�جا اعمـال اصـلـى در 

بازه�ها را معرفى مى�كنيم. خواص و جزئيات اعمال بازه�اى در

]3,5        يك بازه�ى بسته�ى حقيقى قطعى (بازه�ى ٣ ](

)٥ و ٣ بين ً       يك بازه�ى حقيقى فازى (تقريبا٤

        يك عدد فازى زنگى شكل متقارن١

      يك عدد فازى زنگى شكل غيرمتقارن٢

     اعداد بزرگ٣

       اعداد كوچك٤

[a,b] نمونه�اى از يك عدد فازى با هسته�ى

µ

µ

µ

µ µ

µ

x

x

x

µ
Ã

(x)

x

x

µ
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مبحثى با عنوان «حساب بازه�اى» بررسى مى�شود. در ادامـه،
اعمال جمع، تفريق، ضرب و تـقـسـيـم دو بـازه�ى حـقـيـقـى،

هم�چنين قرينه و وارون بازه�ى فازى معرفى مى�شوند:
a, b[ ] + c,d[ ] = a + c, b + d[ ]
− a, b[ ] = −b,−a[ ]
a, b[ ] − c,d[ ] = a, b[ ] + (− c,d][ ]) = a − d, b − c[ ]

∌0  با فرض آن�كه:  a, b[ ]

  
a, b[ ]−1 = 1

b
,
1
a







a, b[ ] × c, d[ ] = min ac,ad, bc, bd{ }, max ac,ad, bc, bd{ }[ ]
∌0  با فرض  c,d[ ]

  
a, b[ ] / c, d[ ] = a, b[ ] × c,d[ ]−1 = a, b[ ] × 1

d
,
1
c







= min
a
d

,
a
c

,
b
d

,
b
c



, max

a
d

,
a
c

,
b
d

,
b
c










مثال:
  − −7,2[ ] = −2,7[ ]              2,6[ ] + 1,4[ ] = 3,10[ ]

    
  
2,6[ ]−1 = 1

6
,
1
2







                2,6[ ] − 1,4[ ] = −2,5[ ]

  −2,2[ ] × −3,−0/ 5[ ] = −6,6[ ]

  
−1, 3[ ] / 2,5[ ] = −1

2
,
3
2







حال فرض كنيد، مى�خواهيم تابـع عـضـويـت مـجـمـوع و
 را با توابع عضويتB̃ و Ãتفاضل دو عدد فازى مثلثى شكل 

زير را به دست آوريم:

  

µ
Ã

(x) =

0         x ≤ −1 ,  x > 3

x +1
2

    −1≤ x ≤1

3 − x
2

     1< x ≤ 3














  

µ
B̃

(x) =

0          x ≤1 ,  x > 5

x −1
2

     1≤ x ≤ 3

5 − x
2

    3 < x ≤ 5














 برش عبارت�اند از:α−در اين حالت، مجموعه�هاى 
  Aα = 2α −1, 3 −2α[ ]   ,   0≤ α ≤1

  Bα = 2α +1,5 −2α[ ]   ,   0< α ≤1

با توجه به جمع و تفريق بازه�هاى فازى خواهيم داشت:

  

(A + B)α = 2α −1, 3 −2α[ ] + 2α +1,5 −2α[ ]
              = 4α,8 − 4α[ ]  ,  0< α ≤1

  

(A − B)α = 2α −1, 3 −2α[ ] − 2α +1,5 −2α[ ]
              = 4α − 6,2− 4α[ ]  ,  0< α ≤1

 برش فوق توابع عضويتα−حال از روى مجموعه�هاى 
Ã + B̃ و Ã − B̃:را به دست مى�آوريم. فرض كنيم 

x ∈(A + B)α 4   لـذاα ≤ x ≤ 8 − 4α و از آن�جـا 
  

x
4
≥ α

>0  به ازاى  x ≤  و 4
  

8 − x
4

≥ α 4   به ازاى < x ≤ . بنابراين:8

  

µ
Ã+ B̃

(x) =

0           x ≤0 ,  x > 8

x
4

            0< x ≤ 4

8 − x
4

     4 < x ≤ 8














به طور مشابه:

  

µ
Ã− B̃

(x) =

0           x ≤ −6  ,  x > 2

x + 6
4

     − 6 < x ≤ −2

2− x
4

     −2 < x ≤ 2














Ã،B̃،Ãشكل زير، توابـع عـضـويـت  + B̃ و Ã − B̃را 
نمايش مى�دهد.

حال سؤالات زير را مطرح مى�كنيم:
 مى�شود؟٤ً  برابر با تقريبا١ً  تقريبا٣+ً  آيا حاصل    تقريبا�
)٣ ًـ تقريبـا١ ً (تقريـبـا١+ ً= تقريبـا٣ ً آيا رابطه�ى تقـريـبـا�

صحيح است؟
ًدو تابع عضويت مثال بالا، توصيفى از اعداد فازى تقريبـا

 را نمايش مى�دهند. با توجه بـه تـابـع عـضـويـت٣ ً و تقريـبـا١
Ã + B̃ پاسخ سؤال اول مثبت است. مجموعه�ى ،− αبرش 

(A + B)α به ازاى چند α:خاص در زير آمده است 

  

(A + B)α =

1/ 2,6 / 8[ ]        α =0/ 3

2 / 8,5 / 2[ ]       α =0/ 7

4                      α =1 









°

١Ã − B̃ Ã + B̃
Ã B̃

µ
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µ
Ã

(x) ≥ α ⇒ 1

1+ (
1

x −10
)2

≥ α ⇒1+ (
1

x +10
)2 ≤ 1

α

  
⇒ (

1
x −10

)2 ≤ 1− α
α

⇒ (x −10)2 ≥ α
1− α

⇒ x −10 ≥ α
1− α

  
⇒ x −10≥ α

1− α  
x −10≤ − α

1− α
⇒ x ≥10+ α

1− α
 يا

  
x ≤10− α

1− α
⇒ x ≤10− α

1− α
 يا 

  
⇒ x −10≥ α

1− α

  
x ≥10+ α

1− α
 يا

  
⇒ Aα = (−∞,10− α

1− α
]∪ [10+ α

1− α
,+∞)

− وÃنمودار زير توصيفى از تابـع عـضـويـت  αبـرش آن 
 محدبÃ محدب نيست، لذا Aαاست. ملاحظه مى�كنيم، 

نخواهد بود.

١°اين عدد فازى مى�تواند بيانگر مفهوم فازى خيلى دور از 
−بـــاشـــد. مـــجـــمــــوعــــه�ى  αبـــرش قـــســـمــــت دوم 

  
Bα = 10− 1− α

α
 ,  10+ 1− α

α








است كه مجموعـه�اى 

 محدب است. سؤال سوم مشـابـهB̃محدب است. بنابـرايـن 
سؤال حل شده در مقاله�ى قبل حل مى�شـود. در مـورد سـؤال

µچهارم، به شكل زير توجه كنـيـد كـه 
Ã.را نمايش مـى�دهـد 

 يك عدد فازى نه مثبت و نه منفى است.Ãملاحظه مى�كنيم كه 
 را ارائه مى�دهد.١ ًاين عدد فازى توصيفى از تقريبا

C̃      نمودار تابع عضويت١

Ã       نمودار تابع عضويت٢

x

ولى پاسخ سؤال دوم منفى است. رابطه�ى فـوق صـحـيـح
نيست. علت اصلى برقرار نبودن اين رابطه از تعريH تفريق دو

−بازه�ى حقيقى ناشى مى�شود. در مثال فوق، مجموعـه�ى  α

» عبارت است از قريـنـه�ى٣ً ـ تقريبـا١ً برش عدد فازى «تقريـبـا
−مجموعـه�ى  α؛ يعنـى١ ًـ تقريبـا٣ ً برش عدد فازى «تقريبـا«

4α  قرينه�ى بازه�ى  − 6,2− 4α[ ].
>0  بنابراين:  α 4α   و 1≥ −2,6− 4α[ ] =α)٣ً  ـتقريبا١ً تقريبا(

2α  حال اين بازه با بازه�ى −1, 3 −2α[ ]=α)جمع١ً تقريبا (
مى�شود. بنابراين:

  0< α 6α   و 1≥ − 3,9− 6α[ ]=α)١ً تقريبا(+ α)٣ً  ـتقريبا١ً تقريبا(
−مجموعه�ى  α برش حاصل با مجموعه�ى − αبرش عدد 

 متفاوت است.Bα، يعنى ٣ ًفازى تقريبا
در انتها چگونگى حل تمرين�هايى را كه در مـقـالـه�ى قـبـل

مطرح شدند، شرح مى�دهيم.
در سؤال اول، تابع عضويت قـسـمـت الـH مـى�تـوانـد بـه

صورت 
  
µ

Ã
(x) = e−(x−3)2 معرفى شود. قسمـت ب مـعـرف

,1يك عدد فازى ذوزنقه�اى يا يك بازه�ى فازى با هـسـتـه�ى  3[ ]
است كه مى�توانيد آن را در رابطه�ى كلى ارائه شـده بـراى تـابـع
عضويت اين نوع از اعداد فازى جاى�گذارى كنيد. تابع عضويت

براى قسمت ج سؤال را مى�توان به شكل زير در نظر گرفت:

  

µ
C̃

(x) =

1

1+ (
1

x − 3
)2

      x > 3

       0               x ≤ 3










، بـه ايـن٢ در سـؤال Ãبه منظـور بـررسـى مـحـدب بـودن 
 در مخرج كسر٢صورت عمل مى�كنم (در صورت سؤال، توان 

تايپ نشده است كه در اين حل اصلاح گرديده است):

x

µ

µ

α

  
10− α

1− α   
10+ α

1− α

µ
Ã

  Aα = 2α −2,1− α[ ]


