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لاتاؤســـــــ زا ىا�هديــــزگــــــربـــــ
اضىيـــــــ رىاهـــــدايپـــــلما

 ترجمه و تألي�: هوشنگ شرقى�

٢٠٠٢ و ٢٠٠١كشور انگلستان در سال�هاى 

Á—Uý«

ًدرباره ى مسابقات و المپيادهاى رياضى در كشور انگلستان قبلا
توضيحاتى داده ايم. علاقه مندان مى توانند به كتاب «راهنماى المپياد

 دوره المپياد ريـاضـى٣٢رياضى» (مقدمه اى بر حل مسائـل بـراسـاس 
بريتانيا)، ترجمه ى اين جانب، از «انتشارات مدرسه» مراجعه كنند.

٢٠٠١در اين شماره پنج مسئله از مسائل المپيادهاى فوق در سال هاى 
 را همراه با حل آن ها آورده يم.٢٠٠٢و 

* * *

qzU�	

. مى�دانيم كه:١
    34! = 295232799cd96041408476186096435 abLL

 را به�دست آوريد.d و a ،b ،cرقم�هاى 
AB كه در آن ABC. مثلث ٢ < AC و دايره�ى محيطى آن )S(

 رسم مى�كنيم تا دايره را در نقطه�ىBC بر Aمفروض�اند. عمودى از 
،BX مفروض است و AC روى خط X قطع كند. نقطه�ى Pديگر 

 قـطـع مـى�كـنـد. ثـابـت كـنــيــدQ را در نـقـطـه�ى ديـگــر Sدايـره�ى 
BX = CX اگر و تنها اگر ،PQ قطرى از S.باشد 

 عددهاى حقـيـقـى مـثـبـت بـاشـنـد؛z و x ،y. فرض كـنـيـد ٣
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1

x  به�طورى�كه: 
2 + y2 + z2 = . ثابت كنيد:1

  
x2yz + xy2z + xyz2 ≤ 1

3

 را به�گونه�اى به�دستn و m. همه�ى عددهاى صحيح و مثبت ٤
 فرد باشد و داشته باشيم:nآوريد كه 

  

1
m

+ 4
n

= 1
12

 را كه در معادلـه�ى زيـرx. همه�ى عددهاى حقيقـى و مـثـبـت ٥
صادق هستند، به�دست آوريد:

  
x + x

6






= x
2







+ 2x
3







tكه در اين معادله،  نماد بزرگ�ترين عدد صحيح كوچك�تر 
 است.xيا مساوى 

qzU�	 qŠ

α عددى طبيعى و n. مى�دانيم كه اگر ١ ≤ n،عددى اول باشد 

 از دستور !n در αتعداد عوامل 
    

n
α







+ n

α2





+Lبه�دست مى�آيد 

(به سادگى مى�توانيد علت آن را دريابيد). و چون تعداد صفـرهـاى
 در آن به�دست مى�آيد، پس در�واقـع،١٠ از توان !nسمت راسـت 

) معادل تعداد صفرهاى سمت٥تـوان ( !�nهاى موجود در ٥تعداد 
 برابر!nچرا؟) لذا تعداد صفرهاى سمت راست ( است. !nراست 

است با: 
    

n
5







+ n
25







+ n
125






+Lو بنابراين تعداد صفرهـاى 

 مـسـاوى اســت بــا: !34  سـمـت راســت 
  

34
5







+ 34
25







= 7.

b  درنتيجه:  = 0.
اما هم�چنين روشن است كه اگر صفرهاى سمت راست اين عدد

را حذف كنيم، عدد حاصل، يعنى 
  

34!

107
 بخش�پذير باشد.٨، بايد بر 

 پس بايد عدد سه�رقمى سمت راست) دقت كنيد.!34   در ٢(به توان 
a   يا ٤ يا ٦ يا ٨ بخش�پذير و زوج باشد. لذا ٨ بر 35a  آن، يعنى  = 2

 بخش�پذير٨ بر ٣٥٢و با امتحان كردن به سادگى درمى�يابيم كه تنها 
a  است و درنتيجه:  = 2.

١١ و بـر ٩ بايد بر !34   توجه مى�كنيـم كـه d و cاما براى يافتـن 
 نتيجه مى�شود كه مجمـوع٩بخش�پذير باشد. از بخش�پذيرى آن بر 

 بخش�پذير است. با محاسبـه�اى سـاده درمـى�يـابـيـم،٩ارقام آن بـر 
+141  مجـمـوع ارقـام ايـن عـدد بـرابـر اسـت بـا:  c + dو چـون .

c   است، پـس بـايـد ٦، مسـاوى ٩ بـر ١٤١باقى�مـانـده�ى  + d + 6

 باشد:٩مضرب 
  c + d + 6 = 9k ⇒ c + d = 9k − 6

≥0  و بـا تـوجـه بـه ايـن�كـه  c + d ، با قـرار دادن مـقـاديـر18≥
  k = c   يا ١٢ خواهيم داشت: 1,2 + d =  و درنتيجه:3

,c)   يا (1,2)   يا (2,1)   يا (3,0)   يا (3,9)   يا (4,8)   d) = (0, 3)

  (9,  يا(5,7)   يا (6,6)   يا (7,5)   يا (8,4)   يا (3
 از جمع١١هم�چنين، مى�دانيم كه باقى�مانده�ى تقسيم يك عدد بر 

و تفريق ارقام آن به�دست مى�آيد؛ يعنى:

  34!≡
11

0−0+0−0+0−0+0− 2 + 5 − 3 + 4 − 6 + 9 −0+ 6 − 8

  +1− 6 + 7 − 4 + 8 −0+ 4 −1+ 4 −0+ 6 − 9 + d − c + 9 − 9 + 7

  −2 + 3 − 2 + 5 − 9 + 2 = 19 + d − c ⇒19 + d − c ≡
11

d − c − 3

  0≤ d − c ≤ 8 ⇒ d − c = ⇒   و 3 d − c = 11 ′k + 3

c  و تنها جوابى كه در اين شرط صدق مى�كـنـد،  = d   و 0 = 3

است.
BX. فرض كنيم مطابق شـكـل: ٢ × CX:در اين صورت .

  B̂1 = Ĉ:و با توجه به ويژگى زواياى محاطى نتيجه مى�شود 
CQ = AB

هم�چنين، با توجه به ويژگى زواياى داخلى مى�توان نوشت:

    
Ĥ = CP + AB

2
= 90o ⇒ CP + AB = 180o

PQ   قطر است     ⇒ CP + CQ = 180o ⇒ PQ = 180o ⇒
 قطر است، به طريق مشابه مـى�تـوانPQبرعكس، اگر بدانـيـم 

نوشت:

    

PQ = 180o ⇒ CP + CQ = 180o

Ĥ = CP + AB
2

= 90o ⇒ CP + AB = 180o






⇒ AB = CQ

  ⇒ B̂1 = Ĉ ⇒ BX × CX

. با توجه به نابرابرى «كوشى�ـ شوارتز» مى�توان نوشت:٣
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  (x2 + y2 + z2)(a2 + b2 + c2) ≥ (ax + by + cz)2

aاگر در اين نابرابرى فـرض كـنـيـم:  = b = c = xyzنتيـجـه 
مى�شود:

    

(x2 + y2 + z2

1
1 24 34

)(x2y2z2 + x2y2z2 + x2y2z2)

  ≥ (x2yz + xy2z + xyz2)2

  ⇒ 3x2y2z2 ≥ (x2yz + xy2z + xyz2)2

                              (*)  ⇒ x2yz + xy2z + xyz2 ≤ 3xyz

هم�چنين، با توجه به نامساوى واسطه�هاى حسـابـى�ـ هـنـدسـى
(AM − GM):خواهيم داشت 

    

x2 + y2 + z2

3
≥ x2y2z23 ⇒ 3 x2y2z23 ≤ x2 + y2 + z2

1
1 24 34

  
⇒ 27x2y2z2 ≤1⇒ xyz ≤ 1

3 3
⇒ 3xyz ≤ 1

3

و با مقايسه با نامساوى (*) نتيجه مى�شود:

  
x2yz + xy2z + xyz2 ≤ 1

3

٤.

  

1
m

+ 4
n

= 1
12

⇒12n + 48m = mn

  
⇒ m = 12n

n − 48
⇒ m = 12(n − 48) +12 × 48

n − 48

  
= 12 + 12 × 48

n − 48
⇒ n − 4812 × 48 = 26 × 32

 كه با شرط فوق صادق باشد، نتيجهnحال با دادن مقادير فرد به 
مى�شود:

57   يا (204,51)   ⇒ (m, n) = n   يا ٥١ يا (588,49) = 49

 يا(76,57)  
x  . فـرض مـى�كـنـيـم، ٥ = 6yو از آن�جـا بـه مـعـادلـه�ى زيــر 

مى�رسيم:

  6y + y  = 3y  + 4y 
yو با فـرض  = n + p كه در آن n ∈Z+ 0   و≤ p  است،1>
نتيجه مى�شود:

  6n + 6p + n = 3n + 3p  + 4n + 4p 

  ⇒ 6p = 3p  + 4p 

حـال بــا فــرض
  
0≤ p < 1

4
 نـتـيـجــه مــى�شــود:

  
0≤ 3p < 3

4
 و

  3p  ≥0   و 0= 4p 4p   و 1>  6p   و درنتيجـه: 0= p   و 0=  و0=
y = n و   x = 6n يك جواب٦. يعنى تمام عددهاى طبيعى مضرب 

معادله هستند.
اما اگر 

  

1
4

≤ p < 1
3

 باشد، آن�گاه؛ 
  

3
4

≤ 3p 3p   و 1>   و0=

  
1≤ 4p < 4

3
4p   و   6p   و معادله به�صورت 1=  درمى�آيـد و0+1=

  
p = 1

6
�( كه در بازه�ى 

  

1
3

 و 
  

1
4

 نيست.)

اگــر 
  

1
3

≤ p < 1
2

 بـاشـد، آن�گــاه: 
  
1≤ 3p < 3

2
3p   و    و1=

  

4
3

≤ 4p < 4p   و 2  6p   و درنــــتــــيــــجــــه: 1= =  و 2
  
p = 1

3
 و

  
y = n + 1

3
x   و  = 6n . يعنى عددهاى طبيعى كه باقـى�مـانـده�ى2+

 باشد نيز جوابى از معادله هستند.٢ مساوى ٦آن�ها بر 

اگر 
  

1
2

≤ p < 2
3

 باشد، آن�گاه: 
  

3
2

≤ 3p < ]3p   و 2 ] =  و1

  
2 ≤ 4p < 8

3
4p   و   = 6p   و درنتيـجـه: 2 =  و 3

  
p = 1

2
 كه از

آن�جا خواهيم داشت: 
  
y = n + 1

2
x   و  = 6n + 3.

اگر 
  

2
3

≤ p < 3
4

 باشد، آن�گاه: 
  
2 ≤ 3p < 9

9
3p   و   =  و2

  

8
3

≤ 4p < 4p   و 3  = 6p   و 2 =  و 4
  
p = 2

3
 و 

  
y = n + 2

3
 و

  x = 6n + 4.

و اگر 
  

3
4

≤ p  باشد، آن�گاه 1>
  

9
4

≤ 3p < 3   و 3 ≤ 4p < 4

3p  و   = 4p   و 2  = 6p   و 3 =  و 5
  
p = 5

6
 و 

  
y = n + 5

6
 و

  x = 6n + . بنابراين:5
                             

يا      يا       يا     يا
  
x ∈ 6n + r n ∈|N, r = 0   2    3    4    5{ }

❐ ❐ ❐


