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اىهــــــــــــدايــــــــپـــلما نايـــهـــــــــار ابـــــــــ )١٢(ىضــــــــــــــــــايــــــــــــــــــــــــــر
 غلامرضا ياسى�پور�

اين بخش شامل نابرابرى�هايى اسـت
كه بـا اسـتـفـاده از ايـن ويـژگـى بـه اثـبـات
مى�رسند كه: توابع حقيقى خاصى در نقاط
انتهايى بازه�ى تعريفشان به اكسترممـشـان
مى�رسنـد. در ايـن مـورد دو نـوع تـابـع را
بررسى مى�كنيم: توابع خطى، كه هـر دو

ى١اكسترمم را در نقاط انتـهـايـى «حـوزه»
مربوطه�شان دارند، و توابـع مـحـدب كـه
ماكزى�ممشان بر مرز حوزه�ى مربوطه�شان
به�دست مى�آيد. روش كار، در نظر گرفتن
عبارت به صورت تابعى خطى يا محـدب
در هريك از متغيرها به�طور جداگانه، و به
كار بردن آن براى محصور كردن عـبـارت
مورد نظر از بالا يا پايين است. روش�هاى
مذكور را در مسئله�اى توضيح مى�دهيم كه
در امتحان انتخابـى رومـانـيـايـى الـمـپـيـاد

 آمده است.١٩٨٠بين�المللى رياضى در 

، مطلوبa به ازاى عدد مثبت مفروض �
است ماكزى�مم:

نگاهى به نقاط انتهايى
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∑

k =1

n
(a − a1)(a − a2)L(a − ak −1)ak (a − ak +1)L(a − an )

,0  ، به�طور مستقل، روى بازه�ى a1 ،  a2 ،… ،an  كه در آن  a[ ]
تغيير مى�كند.

a1 ،  a2 ،… ،  ak  ، مقادير kبه ازاى شاخص  −1 ،  ak +1،… ،
anرا ثابت در نظر مى�گيريم و به عبارت مفروض به عنوان تابعى در 
akمى�انديشيم. اين تابع، خطى است، بنابراين ماكـزى�مـمـش بـر 

,0  بازه�ى  a[  در يكى از نقاط انتهايى به دست مى�آيد. با تكـرار ايـن[
استدلال در مورد هر متغير، نتيجه مى�گيريم كه عبارت مورد نظـر،

، كــه در آنa يــا ° مــســـاوى akبــه ازاى انــتــخــاب خــاصــى از 
    k = 1,2,L, n.به ماكزى�ممش مى�رسد ،
a برابـر ak باشند، يا دو يا بيـش از دو °�ها برابر akاگر جميـع 

 است.°باشند، مجموع برابر 
an باشند، عبارت برابـر °�ها برابر ak و بقيه�ى a برابر akاگر 

است؛ درنتيجه اين ماكزى�مم مطلوب است.
 آمده و٢اكنون به مثالى مى�پردازيم كه در مسابقه�ى رياضى پاتنم

با استفاده از توابع محدب حل شده است.
xi   عـددى طــبــيــعــى اســت و n فـرض مــى�كــنــيــم � ∈ 0,1[ ]،

    i = 1,2,L, n ماكزى�مم مجموع .∑ i< j xi − x j.را بيابيد 
fتوجه داشته باشيد كه تـابـع  (x) = x − aبه�ازاى ثابـت ،

a محدب است. بنابراين، اگـر ،  x2 ،  x3 ،…،xnرا ثابت 
نگه داريم، عبارت مورد نظر، به علت آن�كه مجموعى از توابع

 محسـوب مـى�شـود.x1  محدب است، تـابـعـى مـحـدب در 
 را به�صورتx1  بنابراين، به�خاطر ماكزى�مم كردن آن، بـايـد 

يكى از نقاط انتهايى بازه اختيار كنيم. همين استدلال چون در
مورد بقيه�ى اعداد به�كار رود، به اين نتيجه منجر مى�شـود كـه

 يا°�ها xiماكزى�مم مجموع، زمانى به�دست مى�آيد كه جميع 
 باشند.١

n و ° مورد از آن�ها pفرض مى�كنيم  − p باشند.١ مورد از آن�ها 
p(nدر اين صورت، مجموع مورد نظر برابر  − p)است. با در نظر 

n، نتيجه مى�گيريم كـه چـون pگرفتن اين مقدار به�عنوان تـابـعـى از 

p  زوج باشد، ماكزى�مم مربوطه به ازاى  = n /  به�دست مى�آيد و2
n  برابر 

2 /  فرد باشد، ماكزى�مم مورد نظر به�ازاىn است. و چون 4

  p = (n ±1) / n2)   حاصل مى�شود، و برابر 2 −1) /  است.4
موارد زير مسائلى از اين دست�اند.

≥0  . فرض مى�كنيم: ١ a, b, c, d . ثابت كنيد:1≥
  (1− a)(1− b)(1− c)(1− d) + a + b + c + d ≥1

 در رابطه�ى زير صدقk و a ،b ،c ،A ،B ،C. اعداد نامنفى ٢
مى�كنند:

a + A = b + B = c + C = k

ثابت كنيد:
  aB + bC + cA ≤ k2

k    . فرض مى�كنيم، به ازاى هـر ٣ = 1,2,L, n ،  0≤ xk ≤1

است. ثابت كنيد:
    x1 + x2+L+xn − x1x2Lxn ≤ n −1

. مقدار مـاكـزى�مـم مـجـمـوع زيـر را كـه در آن، بـه ازاى هـر٤

    i = 1,2,L, n ،
  

1
2

≤ ai  باشد، بيابيد:1≥

    Sn = a1(1− a2) + a2(1− a3 )+L+an (1− a1)

n  . فـرض مـى�كـنـيـم ٥ ≥ i    ، و بـه ازاى هــر 2 = 1,2,L, n،
  0≤ xi  است. نشان دهيد:1≥

    
(x1 + x2+L+xn ) − (x1x2 + x2x3 +L+xnx1) ≤ n

2






و زمانى را معين كنيد كه برابرى برقرار است.
 اعدادى حقـيـقـى ازa1 ،  a2 ،… ،  a19  . فرض مى�كـنـيـم، ٦

]98,98−  بــــازه�ى   هـــســـتــــنــــد. مــــقــــدار مــــاكــــزى�مــــم[
    a1a2 + a2a3 +L+a19a1.را بيابيد 

]0,1   در بازه�ى c و a ،b. ثابت كنيد، به ازاى اعداد ٧ ]:

  

a
b + c +1

+ b
c + a +1

+ c
a + b +1

+ (1− a)(1− b)(1− c) ≤1

,a. اگر ٨ b, c, d, e ∈ p, q[ p  ، با [ ، ثابت كنيد:0<

  

(a + b + c + d + e)(
1
a

+ 1
b

+ 1
c

+ 1
d

+ 1
e

) ≤ 25

+6(
p
q

− q
p

)2

≥1  . ثابت كنيـد، اگـر ٩ xk ≤ 2 ،    k = 1,2,L, nباشد، در 
اين صورت:

  
( ∑

k =1

n
xk )( ∑

k =1

n 1
xk

)2 ≤ n3

U¼Å»«uł
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. عبارت سمت چپ نابرابرى تابعى خطى از هريـك از چـهـار١
متغير است، و مينى�مم آن در يكى از نقاط انتهايى بازه�ى تـعـريـn بـه

,a  دست مى�آيد. بـنـابـرايـن تـنـهـا بـايـد بـه بـررسـى  b, c, d ∈ 0,1{ }
 بـاشـد، عـبـارت بـرابـر١بـپـردازيـم. اگـر دسـت�كـم يـكـى از آن�هــا 

a + b + c + d است. اگر جميع١ يا برابر ١ مى�شود كه بزرگ�تر از 
 مى�شود كه نابرابرى را اثبات مى�كند.١آن�ها صفر باشند، عبارت برابر 

. نابرابرى، هم�ارز اين نابرابرى است:٢
  a(k − b) + b(k − c) + c(k − a) ≤ k2

 در نظر بگيريم، خـطـىaاگر سمت چپ را به�عنوان تـابـعـى از 
nاست. شرايط صورت مسئله مستلزم آن اسـت كـه بـازه�ى تـعـريـ

  0, k[  است. نتيجه مى�شود كه براى ماكزى�مم�كردن سمت چپ به[
a  انتخاب  ∈ 0, k{  نياز داريم.{

 نتيجه مى�گـيـريـم كـهc و bبا تكرار استدلالى مـشـابـه در مـورد 
,a)  ماكزى�مم سمت چپ به ازاى  b, c) ∈ 0, k{  به�دست مى�آيد.3{
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k2  با بررسى هشت وضعيت ممكن درمى�يابيم كه اين ماكزى�مم 

است و مسئله حل مى�شود.
(جميع المپيادهاى رياضى متحد)

٣ .  x2 ،  x3 ،… ،xnرا ثابت در نظر مى�گيريم و به بررسـى 
:f  تابع  0,1[ ] →~ R،

    f (x) = x + x2+L+xn − xx2Lxn

 خطى است. درنتيجه ماكزى�مم خودxمى�پردازيم. اين تابع در 
]0,1  را در يكى از نقاط انتهايى بازه�ى   به�دست مى�آورد. بنابرايـن،[

 انتخاب١ يا ° را x1  براى ماكزى�مم كردن سمت چپ نابرابرى، بايد 
كنيم، و بنا به تقارن، اين مطلب در مورد متغيرهاى ديگر نيز برقرار

 باشند، در اين صورت برابرى�١ها برابـر xiاست. البته اگر جميع 
 باشد، در اين صورت°خواهيم داشت. اگر دست�كم يكى از آن�ها 

 جمله�ى ديگر حداكثر١n-حاصل�ضربشان نيز صفر است، و مجموع 
-١n.مى�شود كه نابرابرى را اثبات مى�كند 

(مسابقه�ى رياضى رومانى)
. عبارت در هر يك از متغيرها خطى است. بنابراين، همانند٤

راه�حل�هاى مسائل پيشين، ماكزى�مم آن به ازاى

    k = 1,2,L, n يا ١ و ak = 1
2

، kبه دست مى�آيـد. اگـر بـه ازاى هـر 
  
ak = 1

2
 باشـد، آن�گـاه

خواهيم داشت: 
  
Sn = n

4
 نمى�توانـدSn. نشان مى�دهيم كه مقدار 

از اين عدد تجاوز كند.
m باشند، در اين صـورت �١ها برابـر ak تعداد از m ًاگر دقيقـا

 جمله برابـر mجمله از مجموع، صفرند. هم�چنيـن، حـداكـثـر 
  

1
2

ak  هستند. يعنى، جمله�هايى به�صورت:  (1− ak ak   با (1+ =  و1

  
ak +1 = 1

2
. هـر�يـك از جـمـلـه�هـاى بــاقــى�مــانــده داراى هــر دو

عامل برابر 
  

1
2

 است و درنتيجه برابر 
  

1
4

 مى�شود. به اين ترتيب، مقدار

مجموع حداكثر عبارت است از:

  
m.0+ m

2
+ (n − 2m)

4
= n

4

كه نشان مى�دهد، ماكزى�مم مورد نظر 
  

n
4

 است.

)١٩٧٥ رومانى، IMO(امتحان انتخابى 
,S(x1    . سـمـت چـپ نـابـرابـرى را بـا ٥ x2,L, xn  نـمـايـش(

 خطى است.xiمى�دهيم. اين عبارت نسبت�به هريك از متغيرهاى 
�ها برابرxiمانند قبل، نتيجه مى�گيريم كه اثبات نابرابرى هنگامى كه 

 باشند، كفايت مى�كند.١ يا °
، آن�گاه:١ باشند و بقيه برابر °�ها برابر xi مورد از k ًاگر دقيقا

    S(x1, x2,L, xn ) ≤ n − k

و از آن�جا كه مجموع
    x1x2 + x2x3 +L+xnx1

n  دست�كم  − 2k ،است     S(x1, x2,L, xn  كمتر از يا برابر با(
مقدار زير است:

  n − k − (n − 2k) = k

,min(k كمتر از يا برابر با Sبنابراين، ماكزى�مم  n − k)است 

كه حداكثـر 
  

n
2







 زوج، برابرىn است. نتيجه مى�شود كه بـه�ازاى 

وقتى برقرار است كه:
    (0,1,0,1,L,0,1)   يا        (x1, x2, x3 ,L) = (1,0,1,0,L,1,0)

 فرد، وقتى بـرقـرار اسـت كـه جـمـيـع جـفـت�هـاىnو بـه ازاى 
  (xi , xi+1) ،    i = 1,2,L, n باشند، بـه١ شامل يك صـفـر و يـك 

xn+1   است (با قرارداد ١استثناى يك جفت كه شامل دو  = x1(.
)١٩٩٥(المپياد رياضى بلغارستان، 

. مجموعى كه مينى�مم آن را مى�خواهيم نسبت به هر متغيـر،٦
ai  خطى است. درنتيجه مينى�مم مورد نظر به�ازاى  ∈ −98,98{ �اى{

به�دست مى�آيد. از آن�جا كه تعداد شـاخـص�هـا فـرد اسـت، اگـر بـه
 و�aiاى چنان موجود است كه i نگاه كنيم، mod19  شاخص�هاى 

  ai+1داراى يك علامت�اند. درنتيجه، مجموع مورد بحث دست�كم 
از اين قرار خواهد بود:

  −18 × 982 + 982 = −17 × 982

و برابرى به ازاى مقادير زير به دست مى�آيد:
    a1 = a3 =L= a19 = −98, a2 = a4 =L= a18 = 98

، تابعβ و a. به ازاى هر دو عدد نامنفى ٧

x → α
x + β

x  به�ازاى   هم�گراست. زيرا عبارت مفروض، چون به�عنوان0≤
تابعى از هر�يك از سه متغير در نظر گرفته شـود، مـجـمـوع دو تـابـع
محدب و دو تابع خطى است، و بنابراين محدب. به اين�تـرتـيـب،
هنگامى كه دو متغير ثابت باشند، ماكزى�مم مورد نظر زمانى به�دست
مى�آيد كه متغير سوم در يكى از نقاط انتهايى بازه باشد. بنـابـرايـن،
مقادير عبارت همواره كمتر از بزرگ�ترين مقدار حاصل از انتـخـاب

  a, b, c ∈ 0,1{  هستند. بررسى ساده�اى از هشت حـالـت مـمـكـن{
 تجاوز كند.١نشان مى�دهد كه مقدار عبارت مورد نظر نمى�تواند از 

)USAMO, 1980(
x. اگر چهار عدد از اعداد را ثابت و پنجمى را به�عنوان متغيـر ٨

در نـظـر بـگــيــريــم، آن�گــاه ســمــت چــپ، تــابــعــى بــه�صــورت
αx + β / x + γ بـا ،α ،β ،γ ى مثبـت و�xمتغـيـر روى بـازه�ى 

p, q[ ,p در�مى�آيد. اين تابع بر بـازه�ى [ q[ ، به علت مجموع يـك[
تابع خطى و محدب بودن، محدب است. بنابراين، ماكزى�مم خود
را در يكى از (يا هر دو) نقاط انتهايى بازه�ى تعريn آن به�دست مى�آورد.
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اين مجموع مانند قبل، نشان مى�دهد كه اگر سعى در ماكزى�مم
،aكردن مقدار عبارت مورد نظر داريم، كافى است كه اجازه دهيم 

b ،c ،d و e مقادير p و q.را اختيار كند 
5  ، و p عدد از اين اعداد برابـر nاگر  − n عدد برابـر q،باشند 

آن�گاه سمت چپ برابر

  

n2 + (5 − n)2 + n(5 − n)
p
q

+ q
p







= 25

+n(5 − n)
p
q

− q
p








2

n(5  مى�شود. مقدار ماكـزى�مـم  − n) زمانى به�دست مى�آيـد كـه n

 باشد و در اين حال خواهيم داشت:٣ يا ٢برابر 
  n(5 − n) = 6

و نابرابرى به اثبات مى�رسد.
)USAMO, 1977(

AM. با استفاده از نابرابرى ٩ − GM:مى�توان نوشت 

  
∑

k =1

n
xk





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تابع 
  
x + 2

x
]1,2   در بازه�ى   محدب است. بنابراين ماكزى�مم خود[

را در يكى از نقاط انتهايى اين بازه به�دست مى�آورد. نيز، مقدار اين
 است. اين موضوع نـشـان٣تابع در هريك از نقاط انتـهـايـى بـرابـر 

مى�دهد كه:

  
∑

k =1

n
xk + 1

xk

+ 1
xk

3
≤ n

و نابرابرى به اثبات مى�رسد.
در اين�جا خاطرنشان مى�كنيم، همين ايده را مى�توان در اثـبـات

 است، و،٣جى.اچ.سولوسىصورت عمومى�تر اين نابرابرى كه از 
i    به ازاى  = 1,2,L, n و xi ∈ a, b[  ـيعنى نابرابرى[ ، برقرار است�

زير�ـ به�كار برد:
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)L. Panaitopol(

1. domain

2. W. L. Putnam Mathematical Competition

3. Gh. Söllösy
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فى سايت!هاىمعر

١٩ادامه�ى مطالب صفحه�ى 

)Graphs* نمودارها (
)Functions and Graphs. توابع و نمودارها (١
. هندسه�ى تحليلى صفحه٢
)Plane Analytical Geometry(
)Kinematics. حركت�شناسى (٣
)Vectors. بردارها (٤

) Differentation* مشتق�گيرى (
)Introduction to Calculus. مقدمه�اى به حسابان (١
)Differentation. مشتق�گيرى (٢
. كاربردهاى مشتق�گيرى٣

)Applications of Differentation(
. مشتق توابع غيرجبرى٤

)Differentation of Transcendental Functions(

)Probability* احتمال (
)Counting. شمارش (١
)Probability. احتمال (٢

)Integration* انتگرال�گيرى (
)Integration. انتگرال�گيرى (١
. كاربردهاى انتگرال�گيرى٢

)Applications of Integration(
)Methods of Integration. روش�هاى انتگرال�گيرى (٣
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