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ثابت كنيد، مكان هندسى نقطه�اى از فضا كه از دو نقطه�ى ثابت
داده شده به يك فاصله قرار دارد، صـفـحـه�اى اسـت كـه از وسـط
پاره�خط واصل بين اين دو نقطه مى�گذرد و بر اين پاره�خـط عـمـود

است.
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ال�) روش هندسى
 را درنظر مى�گيريم و وسط پـاره�خـطB و Aدو نقطه�ى ثابـت 

AB را Hمى�ناميم. مى�خواهيم ثابت كنيم، مكان هندسى نقطه�اى 
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از فضا كه از اين دو نقطه به يك فاصله قرار دارد، صفحه�اى است كه
 عمود است.AB بر Hدر نقطه�ى 

Á—Uý«

«يكى از مهم"ترين پيوندها و اتصال"ها در همه"ى رياضيات اتصال و پيوند بين هندسه و جبر است»

(از استانداردهاى موضوعى 

NCTM(
در شماره"هاى پيشين درباره"ى رويكرد هندسى، رويكـرد جـبـرى مـخـتـصـاتـى در آمـوزش هـنـدسـه در

٣"بعدى و ٢فضاهاى 

"بعدى بحث شد، در ادامه، مثال"هاى ديگرى از هندسـه در 

٣
"بعد را ذكر مى"كنيم و

آن"ها را با دو رويكرد هندسى و جبرى مختصاتى حل مى"كنيم.
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 يك نقطه�ى دل�خواه از اين مكانMبراى اثبات، فرض مى�كنيم، 
هندسى باشد؛ يعنى داشته باشيم:

MA = MB

 وصل مى�كنيم. در مثلثAB وسط پاره�خط H به نقطه�ى Mاز 
AB عمودمنصI پاره�خـط MH، ميانه�ى MABمتساوى�الساقيـن 

 برH روى خطى قرار دارد كه در نقطه�ى ثابت Mاست. پس نقطه�ى 
 كهM عمود است. اين ويژگى براى هر نقطه�اى مانند ABپاره�خط 

 به يك فاصله قرار داشته باشد، برقـرار اسـت.B و Aاز دو نقطه�ى 
 برHيعنى همه�ى اين نقطه�ها روى خط�هايى قرار دارند كه در نقطه�ى 

ABعمودند. اما مى�دانيم، مكان هندسى خط�هايى كه در يك نقطه 
از يك خط بر آن خط عمود هستند، صفحه�اى است كه در آن نقطه بر

 چون ازP مى�ناميم. صفحه�ى Pآن خط عمود است. اين صفحه را 
 نيز مى�گذرد، پس صفحه�ى عمودمنصI پاره�خطABوسط پاره�خط 

AB.است 
 مى�دانيم كه در هر مثلث متساوى�الساقين، ميانه�ى نظـيـرنكته:

قاعده�ى مثلث، عمود بر قاعده و درنتيجه، عمودمنصI قـاعـده�ى
مثلث متساوى�الساقين است. ما از اين ويژگى براى اثبات استـفـاده

كرده�ايم.

Oدستگاه مختصات قائم ب) رويكرد جبرى:  − xyzرا درنظر 
Aمــى�گــيــريــم. اگــر دو نــقــطــه�ى ثــابـــت،  = (x1, y1, z1)و 

  B = (x2, y2, z2)باشند، مى�خواهيم مكان هندسى نقطه�اى از فضا 
را تعيين كنيم كه از اين دو نقطه به يك فاصله است. براى اثـبـات از
روش مستقيم تعيين معادله�ى مكان هندسـى يـك نـقـطـه، اسـتـفـاده

Mمى�كنيم. به اين ترتيب كه فرض مـى�كـنـيـم  = (x, y, z)يكى از 
نقطه�هاى مكان هندسى موردنظر باشد؛ يعنى نقطه�اى باشد كه از دو

 به يك فاصله است. در اين صورت خواهيم داشت:B و Aنقطه�ى 

  MA = MB ⇒ (x − x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2

  = (x − x2)2 + (y − y2)2 + (z − z2)2

  ⇒ x2 + x1
2 − 2x1x + y2 + y1

2 − 2y1y + z2 + z1
2 − 2z1z

  = x2 + x2
2 − 2x2x + y2 + y2

2 − 2y2y + z2 + z2
2 − 2z2z

  ⇒ 2(x2 − x1)x + 2(y2 − y1)y + 2(z2 − z1)z + (x1
2 + y1

2 + z1
2) −

)١                                                             (  (x2
2 + y2

2 + z2
2) = 0

) معادله�ى يك صفحـه١به�طورى كه ديده مى�شود، معادلـه�ى(
 (يعنى بهz و x ،yاست، زيرا معادله�اى است درجه اول نسبـت بـه 

ax  صورت  + by + cz + d = AB. اين صفحه بر بردار )0
 →

 عمود
است، زيرا بردار قائم آن عبارت است از:

  N
→

= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

ABاين بردار، همان بردار 
 →

 است، چون داريم:

  AB
 →

= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

AB وسط پاره�خـط Hاز طرف ديگر، اين صفـحـه از نـقـطـه�ى 

مى�گذرد، زيرا مختصات اين نقطه، يعنى:

  
H = (

x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2
)

) صدق مى�كند:١، يعنى در معادله�ى(Pدر معادله�ى صفحه�ى 

  
2(x2 − x1)(

x2 + x1

2
) + 2(y2 − y1)(

y2 + y1

2
) +

  
2(z2 − z1)(

z2 + z1

2
) + x1

2 + y1
2 + z1

2 − (x2
2 + y2

2 + z2
2) = 0

  x2
2 − x1

2 + y2
2 − y1

2 + z2
2 − z1

2 + x1
2 + y1

2 + z1
2 − x2

2 − y2
2 − z2

2 = 0

  ⇒0= 0

 استAB، صفحه�ى عمودمنصI پاره�خط Pبنابراين صفحه�ى 
 وAو اين صفحه مكان هندسى نقطه�اى از فضاست كه از دو نقطه�ى 

B.به يك فاصله قرار دارد 
 در رويكرد تحليلى براى تـعـيـيـن مـعـادلـه�ى صـفـحـه�ىنكـتـه.

عمودمنصI يك پاره�خط و يا در واقع مكان هندسى نقطه�اى از فضا
 به يك فاصله است، مى�توانستيم دستگاهB و Aكه از دو نقطه�ى ثابت 

Oمختصات قائـم  − xyzرا چنان انتخاب كنيم كه مبدأ مختـصـات 
 روى محورAB و پاره�خط AB، وسط پاره�خط Hمنطبق بر نقطه�ى 

′x ox در اين صورت، مختصات دو نقطـه�ى٤شكل( قرار گيرد .(
A و B به�صـورت   A = (x1,0,0) و   B = (−x1,0,0).خواهد بـود 

Mاكنون اگـر  = (x, y, z)را نقطه�اى از مكان هنـدسـى مـوردنـظـر 
 به يكABاختيار كنيم، يعنى نقطه�اى باشد كـه از دو سـر پـاره�خـط 

فاصله است، خواهيم داشت:

H
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  MA = MB ⇒ (x − x1)2 + (y −0)2 + (z −0)2

  = (x + x1)2 + (y −0)2 + (z −0)2

  ⇒ (x − x1)2 + y2 + z2 = (x + x1)2 + y2 + z2 ⇒ 4x1x = 0

⇒  )           ١   (ABمعادله�ى صفحه�ى عمودمنصI پاره�خط  x = 0

N  بردار قائم اين صفحه 
→

=  است كه همان بردار يكه�ى(1,0,0)
 روى آن قرار دارد. در ضمن اين صفحهABهاست كه خط xمحور 

O  از نقطه�ى  =  است نيز مى�گذرد.AB كه وسط پاره�خـط (0,0,0)
پس حكم مسئله درست است.

به�طورى كه ديده مى�شود، انتخاب مناسب دستگاه مختـصـات
قائم، محاسبه را ساده�تر مى�كند.

مجموعه"ى صفحه"هايى را مشخص كنيد كه دو نقطه"ى .٥مثال
 از هر يك از آن"ها به يك فاصله باشند.B و Aثابت 

 فاصله�ى يك نقطه از يك صفحه، طول عمودى استتعري�:
كه از آن نقطه بر آن صفحه فرود مى�آيد و محصور بين آن نقطه و پاى

A، پاره�خـط ١عمود است. در شـكـل ′A فاصله�ى نـقـطـه�ى Aاز 
 است.Pصفحه�ى 

∫ U³Ł«
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از اين راهبرد (استراتژى) استفاده مى�كنيم كه مسئله را حل�شده
 يكـى ازPدرنظر مى�گيريـم. يـعـنـى فـرض مـى�كـنـيـم، صـفـحـه�ى 

 از آن به يك فاصله�اند. اگرB و Aصفحه�هايى باشد كه دو نقطـه�ى 
Aپاره�خط�هاى  ′A و B ′B به�ترتيب فاصله�هاى نقطه�هاى Aو Bاز 

 وصل كنيم، بنابر آن كه دو نقطه�ىB′ به A′ باشندو  از Pصفحه�ى 
A و B در يك طرف صفحه�ى Pو يا در دو طرف اين صفحه٢ (شكل (

) باشند، دو حالت زير را خواهيم داشت:٣(شكل

 در يـك طـرفB و A در حـالـتـى كـه دو نـقـطـه�ى حـالـت اول:
A)، چـهـارضـلــعــى ١ بـاشـنــد، (شــكــلPصـفـحــه�ى  ′A ′B B

Aمتوازى�الاضلاع و در واقع مسـتـطـيـل اسـت؛ زيـرا  ′A با B ′B

Aموازى (دو خط عمود بر يك صفـحـه مـوازى�انـد) و  ′A = B ′B

AB(بنابه فرض) است. بنابـرايـن  = ′A ′B و AB مـوازى ′A ′B

 موازى است. يعنى هر صفحه�اىP با صفحه�ى ABاست. درنتيجه 
 موازى باشد، جواب مسئله است و تمام صفحه�هايىABكه با خط 

 موازى�اند، يك مجموعه صفـحـه�ى جـوابABاز فضا كه بـا خـط 
).٤مسئله هستند (شكل

 در دو طرف صفحه�ىB و A در حالتى كه دو نقطه�ى حالت دوم:
P باشند، چهـارضـلـعـى A ′A B ′Bمتوازى�الاضـلاع اسـت؛ زيـرا 

A ′A = B ′B و A ′A B ′Bاست. اما در متوازى�الاضلاع، قطرها 
 روى صفحه�ىAB وسط پاره�خط MمنصI يكديگرند. پس نقطه�ى 

P اسـت، زيـرا M وسط پـاره�خـط ′A ′B ٣شـكـل( نـيـز هـسـت.(
 از آن به يـكB و A كه دو نقـطـه�ى Pدرنتيجه، صفـحـه�ى دل�خـواه 

 وسطMفاصله�اند و در دو طرف اين صفحه هسـتـنـد، از نـقـطـه�ى 
 مى�گذرد. پس تمام صفحه�هايى كهس اين ويـژگـى راAB پاره�خط

 مـى�گـذرنــد،AB وسـط پـاره�خــط Mدارنـد، يـعـنـى از نـقـطــه�ى 
).٥مجموعه�ا�ى ديگر از صفحه�هاى جواب مسئله هستند (شكل

با توجه به نكات بالا مى�توانيم بگوييم: دو مجمـوعـه صـفـحـه
 از هر يك از آن�هـا بـه يـكB و Aوجود دارد كه دو نـقـطـه�ى ثـابـت 

فاصله�اند:
، يعنىAB يك دسته، مجموعه�ى صفحه�هايى است كه بـا خـط �

خط واصل بين آن دو نقطه، موازى�اند.
M دسته�ى ديگر، مجموعه�ى صفحه�هايى است كه بـر نـقـطـه�ى �

، يعنى بر نقطه�ى وسط آن پاره�خط، مى�گذرند.ABوسط پاره�خط 
حل اين مسئله، يك مسئله�ى كليدى است كه براى نكته"ى مهم:

چند مسئله�ى ديگر به كار مى�رود.

P

A

′A

B A

P
′A′B P

M

A

B

′A′B

P

B

A

′A
′B

′′A

′′B ′P

M

B A

P

′A′B

′′A′′B′P

)٣(شكل )٢(شكل

)٤(شكل

)٥(شكل
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Oدستگاه مختـصـات قـائـم  − xyzرا درنظر مى�گيـريـم. اگـر 
 نسـبـت بـه ايـن دسـتـگـاه راB و Aمـخـتـصـات دو نـقـطـه�ى ثـابـت 

  A(x1, y1, z1) و   B(x2, y2, z2)بناميم، مى�خواهـيـم مـجـمـوعـه�ى 
صفحه�هايى را مشخص كنيم كه اين دو نقطه از هر يك از آن صفحه�ها
بــه يـــك فـــاصـــلـــه�انـــد. فـــرض مـــى�كـــنـــيـــم صـــفـــحـــه�ى

  P:ax + by + cz + d = ، يكى از اين صفحه�هـا بـاشـد. در ايـن0
صورت خواهيم داشت:

  
= A ′A =

ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2
P از صفحه�ىAفاصله�ى نقطه�ى 

  
= B ′B =

ax2 + by2 + cz2 + d

a2 + b2 + c2
P از صفحه�ىBفاصله�ى نقطه�ى 

  
A ′A = B ′B ⇒

ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2
=

ax2 + by2 + cz2 + d

a2 + b2 + c2

  ⇒ ax1 + by1 + cz1 + d = ax2 + by2 + cz2 + d

  ⇒ ax1 + by1 + cz1 + d = ax2 + by2 + cz2 + d

)١ (              ⇒ a(x2 − x1) + b(y2 − y1) + c(z2 − z1) = 0

  ax1 + by1 + cz1 + d = −(ax2 + by2 + cz2 + d)

)٢  (  ⇒ a(x2 + x1) + b(y2 + y1) + c(z2 + z1) + 2d = 0

، بـردارPبـا تـوجـه بـه ايـن كـه بـردار قـائـم صـفـحــه�ى اخــتــيــارى  �

N
→

= (a, b, c) و بــــــردار ، AB
 →نـــــيـــــز بـــــه تــــــصــــــاويــــــر 

  AB
 →

= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) ـلصــاح )١( ى�ـهــطبار ،ـتسا�

N رادرب ود ىنورد برض
AB و →

 →:را نشان مى�دهد؛ يعنى داريم 

  N
→

. AB
 →

= 0

Nاما دو بردار 
AB و →

 →صفرند، پس نتيجه مى�شود Iهر دو مخال 
Nكه دو بـردار 

AB و →
 →بر هم عمودند و اين مطلب نشـان مـى�دهـد كـه 

AB با بـردار Pصفـحـه�ى 
 →موازى است. درنتـيـجـه، يـك مـجـمـوعـه 

ABصفحه�هاى جواب مسئله، صفحه�هايى هستند كه با بردار 
 → )يا خط

AB موازى�اند. صفحه�ى (Pشكل) ٦ يك نمونه از اين صفحه�هاست.(

M از نقطـه�ى P) نشان مى�دهد كه صفحه�ى اختيارى ٢ رابطه�ى (�

 گذشته است، زيرا داريم:ABوسط پاره�خط 

  
M = (

x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2
AB وسط پاره�خط (

  P:ax + by + cz + d = 0

P در معادله�ىMمختصات 

  
⇒ a(

x1 + x2

2
) + b(

y1 + y2

2
) + c(

z1 + z2

2
) + d = 0

  ⇒ a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + z2) + 2d = 0  (2)

) است.٢كه اين رابطه، همان رابطه�ى (
بنابراين، مجموعه�ى ديگر صفحه�هاى جواب مـسـئـلـه، تـمـام

 مى�گذرند.AB وسط پاره�خط Mصفحه�هايى هستند كه از نقطه�ى 
AB، وسط پاره�خط Mبه بيان ديگر، هر صفحه�اى كه از نـقـطـه�ى 

 يكP3   از آن به يك فاصله�اند. صفحه�ى B و Aبگذرد، دو نقطه�ى 
).٦نمونه از اين صفحه�هاست (شكل

 در رويكرد جبرى�ـ مختصاتى براى حل ايـن مـسـئـلـه،تمريـن.
 وسطM را چنان اختيار كنيد كه نقطـه�ى O-xyzدستگاه مختصـات 

، مبدأ مختصات اين دستگاه مختصات،O روى نقطه�ى ABپاره�خط 
 روىً روى يكى از محورهاى مختصات، مثـلاB و Aو دو نقطه�ى 

A  ها، قرار گيرند. در اين صورت، اگر xمحور  = (x1,0,0)،باشد 
  B = (−x1,0,0)خواهد بود. حال اگر يك صفحه�ى دل�خواه جواب 

P:ax  مسئله را  + by + cz + d =  بگيريم، مسئله را خودتان حل0
).٧كنيد (شكل

اين راه�حل را با راه�حل قبلى مقايسه كنيد. كدام ساده�تر است؟ چرا؟
 جزو كدام مجموعهAB صفحه�ى عمود�منصI پاره�خط سؤال:

 است؟٥از صفحه�هاى جواب مثال 

 براى اطلاعات بيشتر درباره�ى تعيين معادله�ى مكان هندسى.١
نقطه�ها، به كتاب مكان�هـاى هـنـدسـى (جـلـد اول) از «انـتـشـارات

مدرسه» مراجعه كنيد.
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