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در مقاله�ى حاضر، قضيه�ى نيم�ساز مثلث و كـاربـردهـايـى از آن
آمده است. اثبات قضيه�ها از آن نگارنده است و امكان دارد، تازگى

داشته باشد. فهرست مطالب را در اين�جا ياد مى�كنيم:
. اثبات�هاى تازه براى قضيه�ى نيم�ساز مثـلـث (نـيـم�سـاز هـر١

زاويه�ى مثلث، ضلع روبه�رو را به نسبت دو ضلع ديگر مثلث بخش
مى�كند).

. اثبات تازه�اى براى همرسى سه نيم�ساز داخلى مثلث.٢
. قضيه�اى درباره�ى دو مثلث كه داراى يك زاويه�ى مساوى و٣

يك زاويه�ى مكمل�اند.
. تعميم قضيه�ى نيم�ساز مثلث در چهاروجهى.٤
. محاسبه�ى طول نيم�ساز مثلث با به�كارگيرى دستور دكارت٥

ف�الدينكتر احمد شرد�

لثثــ مزاســـ�ميـــ نى�يهضـــــق

در تقسيم توافقى.
. به�كارگيرى قضيه�ى نيم�ساز مـثـلـث در اثـبـات فـرمـول�هـاى٦

دكارت و نيوتن در آينه�هاى كروى (برگرفته از يك كتاب فيزيك).
. كاربرد يك رابطه�ى توافقى تازه در اثبات قـضـيـه�ى اسـاسـى٧

قطب و قطبى.
* * *
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. قضيه: نيم�ساز هر زاويه�ى مثلث،ضلع روبه�رو را بر نسبت١
.دو ضلع ديگر بخش مى�كند

 را درنظر مى�گيريم.AD و نيم�ساز ABC. مثلث برهان نخست
مى�خواهيم درستى تساوى بعد را ثابت كنيم:

وآن زا ىياهـــدررباكـــ
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DB
DC

= AB
AC

 را رسم مى�كنيم و از نقطه�ىAHبراى اثبات، ارتفاع 
D پاى نيم�ساز، دو عمـود DE و DF را به ترتيب بـر دو خـط ABو 

AC.فرود مى�آوريم 

S2   و S1   را به ترتـيـب ADC و ADBمساحت�هاى دو مـثـلـث 

مى�ناميم. دو رابطه زير را مى�نويسيم:

  

S1 = 1
2

DB.AH

S2 = 1
2

DC.AH










از دو تساوى بالا نتيجه مى�شود:

  
(a)      

S1

S2

= DB
DC

نيز دو رابطه�ى زير محقق است:

  

S1 = 1
2

AB.DE

S2 = 1
2

AC.DF










DEچون  = DF ) زيرا نقطه�ىD روى نيم�ساز زاويه�ى Aقرار 
دارد) پس:

  
(b)      

S1

S2

= AB
AC

، رابطه�ى مطلوب به�دست مى�آيد:(b) و (a)از دو رابطه�ى 
* * *

BE، دو عمود C وB، از دو رأس ABC: در مثلث برهان دوم

 فرود مى�آوريم.AD را بر نيم�ساز CFو 

 متشابه�اند. زيرا زاويه�هاىACF و ABEدو مثلث قائم�الزاويه�ى 
A نيم�ساز زاويـه�ى ADآن�ها مساوى است (توجه مى�كنيم كه خـط 

است). از تشابه دو مثلث ياد شده، رابطه�ى زير نتيجه مى�شود:
AB
AC

= BE
CF

CF و BE متشابه�انـد، زيـرا دو خـط DCF و DBEدو مثـلـث 

موازى�اند. پس:
DB
DC

= BE
CF

از مقايسه�ى دو رابطه�ى اخير نتيجه مى�شود:
AB
AC

= DB
DC

* * *
 نخست قضيه�ى سينوس�ها را در مثلـث يـادآورىبرهان سـوم:

مى�كنيم:
، رابطه�ى زير برقرار است:ABCقضيه�ى سينوس�ها: در مثلث 

a
sin A

= b
sin B

= c
sin C

a،b،c طـول�هـاى اضـلاع روبـه�رو بـه زاويــه�هــاى A،B،C

هستند.

 چنـيـنADBبا به�كارگيرى قضيـه�ى سـيـنـوس�هـا، در مـثـلـث 
مى�نويسيم:

AB
sin(ADB)

= DB
sin(BAD)

 مى�نويسيم:ADCو نيز در مثلث 
AC

sin(ADC)
= DC

sin(DAC)

از دو رابطه�ى اخير نتيجه مى�شود:
AB
AC

= DB
DC

 مكمـل�انـد،ADB و ADC(توجه كنيم كـه چـون دو زاويـه�ى 
سينوس�هاى مساوى دارند.)

 را درباره�ى نيم�ساز خارجى مثلث ثابت كنيد.١ قضيه�ى تمرين:
C

E

D

F

A

B

A

C
D

B

F

C D H

A

E

B
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AB
AC

= EB
EC

* * *
. قضيه: نيم�سازهاى داخلى هر مثلث همرس�اند.٢

 راCF و AD ،BE نيم�سازهاى داخلى ABCبرهان: در مثلث 
درنظر مى�گيريم:

 و نقطه�ى برخوردM را BE و ADنقطه�ى برخورد دو نيم�سـاز 
 مى�ناميم. ثابت مى�كنيم كه دو نقـطـه�ىN را CF و ADدو نيم�ساز 

M و Nبرهم منطبق�اند و از آن نتيجه مى�گيريم كه سه نيم�ساز داخلى 
هر مثلث همرس�اند.

 است. بنابر قضيه�ىABD در مثلث B نيم�ساز زاويه�ى  BEخط 
) مى�توان نوشت:١(

BA
BD

= MA
MD

 است. بنابر قضيه�ىACD از مثلث C نيم�ساز زاويه�ى CFخط 
) مى�توان نوشت:١(

CA
CD

= NA
ND

 است. بنابر قضيه�ىABC از مثلث A نيم�ساز زاويه�ى ADخط 
) مى�توان نوشت:١(

BA
BD

= CA
CD

از سه رابطه�ى اخير نتيجه مى�شود:
MA
MD

= NA
ND

 منطبقN بر نقطـه�ى Mاز اين رابطه نتيجه مى�گيريم كه نقطـه�ى 
است و صحت قضيه�ى مورد نظر ثابت مى�شود.

* * *

 وABC. قــضــيــه: اگــر در دو مــثـــلـــث ٣
′A ′B ′C دو زاويه�ى ،A و ′A مساوى و دو زاويه�ى B و ′Bمكمل 

باشند، آن�گاه چنين داريم:
BC

′B ′C
= AC

′A ′C

يعنى نسبت اضلاع مقابل به دو زاويه�ى مساوى، برابر است بـا
نسبت اضلاع مقابل به دو زاويه�ى مكمل

A′ و ABC دو مثلث برهان: ′B ′Cرا مانند شكل زير پهلـوى 
هم مى�گذاريم:

A′ و BCنقطه�ى برخورد دو خط  ′C را Dمى�ناميم. چون دو 
B′ و BD مكمل�اند، پـس دو خـط B′ وBزاويه�ى  ′C.موازى�اند 

 نيم�ساز زاويه�ىAB مساوى�اند، پس خط A′ و Aچون دو زاويه�ى 
CAD در مثلث ACD است. از تشابه دو مثلث ′A ′B ′C و ′A BD

رابطه�ى زير به�دست مى�آيد:
′A ′C

′A D
= ′B ′C

BD

) درباره�ى نيم�ساز، مى�توان چنين نوشت:١بنابر قضيه�ى (
′A D

BD
= AC

BC

از دو رابطه�ى اخير رابطه�ى زيـر كـه مـطـلـوب اسـت، حـاصـل
مى�شود:

′A ′C
AC

= ′B ′C
BC

*�* *

. تعميم قضيه�ى نيم�ساز مثلث به صورت قضيه�ى نيـم�سـاز در٤
چهاروجهى (طرح نگارنده)

SD را SABC، نيم�سـاز سـه�وجـهـى SABCدر چهاروجـهـى 

A

BC E

M

A

E

B

F

C D

A

BC D

′A

′C′B

′B ′C

′A

A

BC
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مــى�نـــامـــيـــم.
،SABمساحت�هاى سـه مـثـلـث 

SBC و SCA را بــه تـــرتـــيـــب   S1 ،  S2 و ،  S3

 را بهDCA، و DAB ،DBCمى�ناميم. مساحت�هاى سه مـثـلـث 
 مى�ناميم. مى�خواهيم ثابت كنيم تساوى�هـاىs3   و s1 ،  s2  ترتيب 

زير برقرار است:
S1

s1

= S2

s2

= S3

s3

ADقضيه�ى نيم�ساز مثلث را يادآور مى�شويم: اگر خط برهان: 

 باشد، چنين داريم:ABC از مثلث Aنيم�ساز زاويه�ى 
AB
AC

= DB
DC

اين تساوى را به صورت زير مى�نويسيم:
AB
DB

= AC
DC

تساوى اخير ما را رهنمون مى�شود كه قضيه�ى مذكور در بـالا،
يعنى قضيه�ى نيم�ساز در چهاروجهى را حدس بزنيم. بـراى اثـبـات

 را رسم مى�كنيم (يادآور مى�شويمAD و نيم�ساز AHقضيه، ارتفاع 
كه نيم�ساز يك سه�وجهى خطى است كه فاصله�ى هر نقطه از آن، از
سه وجه آن سه�وجهى يكسان باشد). حجم�هاى سه چـهـار�وجـهـى

SDAB ،SDBC و SDCA را بــه تــرتــيـــب   V1 ،  V2 و ،  V3

مى�ناميم. رابطه�هاى زير را مى�نويسيم:

  

I

V1 = 1
3

s1.AH

V2 = 1
3

s2.AH

V3 = 1
3

s3 .AH














، وDH1 ،  DH2  ، عمودهـاى AD پاى نيم�ساز Dاز نقطـه�ى 
  DH3 را به ترتيب بر سه وجه SAB ،SBC و ،SCAرسم مى�كنيم 

و مى�نويسيم:

  

II

V1 = 1
3

S1.DH1

V2 = 1
3

S2.DH2

V3 = 1
3

S3 .DH3














، رابطه�هاى زير نتيجه مى�شود:II و Iاز رابطه�هاى 

  

III

S1

s1

= DH1

AH

S2

s2

= DH2

AH

S3

s3

= DH3

AH















DH1  امــا:  = DH2 = DH3 ) زيــرا خـــطSDنــيــم�ســـاز ،
 از سـه وجـهD است و لـذا فـاصـلـه�ى نـقـطـه�ى SABCسه�وجـهـى 

 نـتـيـجـهIII مسـاوى اسـت). از تـسـاوى�هـاى SABCسـه�وجـهـى 
مى�شود:

  

S1

s1

= S2

s2

= S3

s3

* * *
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در سطرهاى آينده از تقسيم توافقى ياد مى�كنيم. سپـس فـرمـول
دكارت و فرمول نيوتن را در تقسيم توافقى مى�نويسيم. در شماره�ى

، دستور دكارت را در تقسيم توافقى، براى محاسبه�ى طول نيم�ساز٥
، قضيه�اى از تقسيم توافقى را٦مثلث به�كار مى�بريم. در شمـاره�ى 

 بهره مى�گيريم.٧مطرح و اثبات مى�كنيم و از اين قضيه در شماره�ى 
، كاربرد دستور دكارت و نيوتن را در آينه�هاى كروى٧در شماره�ى 

ياد مى�كنيم (در اين شيوه�ى اثبات، از قضيه�اى مربوط به نيم�سازهاى
٧داخلى و خارجى مثلث بهره گرفته شده است). مطلب شمـاره�ى 

٣ماتيو و ٢فلـورى اثر ١را از كتاب فرانسوى «تصويرها در عـلـم نـور»

، يك دستور تازه در تقسيم توافقى عرضه٨برگرفته�ام. در شماره�ى 
كرده�ام و آن را براى اثبات يكى از قضيه�هاى اساسى هندسـه بـه�كـار

برده�ام.
x′بر محور الG) تعريG تقسيم توافقى:  x دو نقطه�ى ،A و B

x′ را روى محـور N و Mاختيار مى�كـنـيـم. دو نـقـطـه�ى  xطورى 
انتخاب مى�كنيم كه تساوى بعد برقرار باشد. در اين صورت مى�گوييم

S

C

D

B

A
H
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 به توافق تقسيـم شـدهN و M به وسيله�ى دو نقـطـه�ى ABپاره�خـط 
 تشكيل تقسـيـمD و A ،B ،Cاست و نيز مى�گويند چهار نقـطـه�ى 

توافقى مى�دهند.
MA
MB

= − NA
NB

 اگر چهار نقطه�ىب) دستور دكارت و نيوتن در تقسيم توافقى:
A ،B ،C و ،Dتشكيل تقسيم توافقـى بـدهـنـد، دو رابـطـه�ى زيـر 

محقق�اند:

دستور دكارت    
  

2
AB

= 1
AM

+ 1
AN

OA  دستور نيوتن       
2 = OB

2 = OM.ON

 است)AB وسط پاره�خط O(نقطه�ى 
* * *

. مـحـاسـبـه�ى طـول نـيـم�سـاز مـثـلـث (بــا بــه�كــارگــيــرى دســتــور٥
 كه آن راA، طول نيم�ساز داخلى زاويه�ى ABC در مثلث دكارت).

 نشان مى�دهيم، از رابطه�ى زير به دست مى�آيد:ADبه 

  

2cos
A
2

AD
= 1

AB
+ 1

AC

 بر حسب اندازه�ى زاويه�ىA(محاسبه�ى طول نيم�ساز زاويه�ى 
A و طول�هاى دو ضلع دو طرف زاويه�ى A.(

اين فرمول، در كتاب�هاى مثلثات ثابت شده است. در سطرهاى
زير، با به�كارگيرى فرمول دكارت در تقسيم توافقى، درستى فرمول

ياد شده در بالا را ثابت مى�كنيم.

 واردAD را بر نيم�ساز CF و BEبراى اثبات مطلب، دو عمود 
 تشكيلF و A ،D ،Eمى�كنيم. ابتدا ثابت مى�كنيم كه چهار نقطه�ى 

 وABEتقسيم توافقى مى�دهند. از تشابه دو مثلث قـائـم�الـزاويـه�ى 
ACF:رابطه�ى زير به�دست مى�آيد 

BE
AE

= CF
AF

 رابطه�ىCDF و BDEاز تشابه دو مثلث قائم�الـزاويـه�ى 

ذيل به�دست مى�آيد:
BE
DE

= CF
DF

از مقايسه�ى دو رابطه�ى اخير، رابطه�ى زير به�دست مى�آيد:
DE
DF

= AE
AF

 تشكيل تقسيمF، و A ،D ،Eبنابر رابطه�ى اخير، چهار نقطه�ى 
توافقى مى�دهند. پس رابطه�ى زير محقق است:

رابطه�ى دكارت     
  

2
AD

= 1
AE

+ 1
AF

از سوى ديگر چنين داريم:

  
AE = AB.cos

A
2

  
AF = AC.cos

A
2

از سه رابطه�ى اخير، رابطه�ى مطلوب به�دست مى�آيد.
*�* *

. بهره�گيرى از خاصيت نيم�سازهاى مثلث در تقسيم توافقى.٦
 نيم�سازهاىِ به ترتيب پاهاىN و M، اگر دو نقطه�ى ABCدر مثلث 

،B ،C باشند، آن�گاه چهار نـقـطـه�ى Aداخلى و خارجى زاويـه�ى 
M و ،N.تشكيل تقسيم توافقى مى�دهند 

 است، پس بنابـهA  نيم�ساز داخلى زاويـه�ىAm چون برهان.
 چنين داريم:١قضيه�ى 

MB
MC

= AB
AC

 است، پس چنين داريم:A نيم�ساز خارجى زاويه�ى ANچون 
NB
NC

= AB
AC

از دو رابطه�ى اخير، رابطه�ى زير نتيجه مى�شود:
MB
MC

= NB
NC

x A M    B               N ′x

A

B

E

D

F

C

A

BMC N
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پس چهار نقـطـه�ى
B ،C ،M ،Nتشكيل تقسيم توافقـى 

مى�دهند.
* * *

 در آينه�هاى كروى٦. كاربرد قضيه�ى ٧
F و كـانـون را S، رأس را C، مـركــز را Mدر آيـنـه�ى كـروى 

A′ را به ABمى�ناميم. تصوير شكـل  ′Bنموده�ايم. تصوير شكـل 
AB را به ′A ′B نموده�ايم. براى ترسيم تصوير ′A ′Bشعاع تابش ،

Cİ را رسم مى�كنيم و زاويه�ى Aİدل�خواه  ′A را برابر زاويه�ى AİC
زيرا( به�دست مـى�آيـد A تصوير نـقـطـه�ى A′مى�سازيم. نقـطـه�ى 

مى�دانيم كه شعاع تابش و شعاع بازتاب نسبت به شعاعى از آينه كه از
نقطه�ى فرود مى�گذرد، قرينه�اند)

،KCSچون زاويه�ى دهانه�ى آينه، يعـنـى زاويـه�ى گـشـادگـى 
 در حدود ًكوچك است (مثـلا
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 پس زاويـه�ى) راديان يا سه درجه

CİSيـك زاويـه�ى قـائـمـه اسـت؛ زيـرا مـثـلــث ً مـحـسـوسـا CİS

متساوى�الساقين است و در اين مثلث، زاويه رأس كوچك اسـت.
AI نيم�ساز زاويه�ى خارجى ً محسوساISپس خط  ′A.است 

AK نيم�ساز داخلى زاويه�ى مثلـث KCمختصر آن�كه خط  ′A

AK خيلى به نيم�ساز خارجـى مـثـلـث KSاست و خـط  ′Aنـزدك 
 تشكيل تقسيمً، محسوساS و A ،′A ،Cاست. پس چهار نقطه�ى 

توافقى مى�دهند و مى�توانيم دستورهاى زير را به كار بريم:

رابطه�ى دكارت                         
  

1
SA

+ 1
S ′A

= 2
SC

= 1
SF

FA.Fرابطه�ى نيوتن                                            ′A = SF
2

* * *

. يك رابطه�ى توافقى تازه٨
در سطرهاى بعد با به�كارگيرى خواص نيم�سـازهـاى داخـلـى و
خارجى مثلث، يك رابطه�ى توافقى تازه ارائه مى�شود كـاربـردى از
آن در اثبات قضيه�ى اساسى قطب و قطبى ياد مى�شود (اين رابطه�ى

توافقى از آن نگارنده است).

 تشكيل تقسيم توافقى دهند، رابطه�هاىD و A ،B ،Cاگر نقاط 
زير محقق است:

  AB
2 = AC.AD + BC.BD )(١

  CD
2 = CA.CB + DA.DB )(٢

 بنا به تعريr تقسيم توافقى چنين داريم:الG) برهان جبرى:
CA
CB

= − DA
DB

 )(٣

x′بر محور  x كه منطبق بر خـط AB است، نقطه�ى Aرا مبدأ 
D و B ،Cمى�گيريم (براى آسانى محاسبه). طول�هاى نقطه�هـاى 

٣ مى�نـامـيـم. رابـطـه�ى d و b ،cرا روى اين مـحـور، بـه�تـرتـيـب 
به�صورت زير نوشته مى�شود:

−c
b − c

= d
b − d

و يا:
c(d − b) = d(b − c)

b(d−به دو طرف رابطه�ى بـالا عـبـارت  − b).را مى�افزايـيـم 
حاصل مى�شود:

(c − b)(d − b) = d(b − c) − b(d − b)

پس از اختصار نتيجه مى�شود:
  b

2 = cd + (c − b)(d − b)

 است.١، همان رابطه�ى ٤رابطه�ى 
 را٢با استدلالى مشابه آن�چه گذشت، مى�توان درستى رابطه�ى 

ثابت كرد.

x′ روى محور ب) برهان هندسى: x چهار نقطه�ى A ،B ،C

 را كه تشكيل تقسيم توافقى مى�دهند، در نظر مى�گيريم. بـراىDو 
CD را بر خط BE و عمود CD، دايره�اى به قطر ١اثبات رابطه�ى 

 مى�ناميم.Eرسم مى�كنيم و نقطه�ى برخورد آن را با دايره، 

xA C     B             D′x

F

E

A C B D
x
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 را بر دايره رسم مى�كنيم.EF، مماس Eاز نقطه�ى� 
 مى�گذرد. (براى اثبات مى�گوييم، دوAاين خط مماس بر نقطه�ى 

 هستند و نيزC برابراند، زيرا هردو متمم زاويـه�ى E1   و Dزاويه�ى 
،E2   و D برابراند، ز يرا انـدازه دو زاويـه�ى E2   و E1  دو زاويه�ى 

 نيم�ساز داخلىEC هستند. پس خط ACهر�دو نصr اندازه�ى كمان 
 عمود اسـت، نـيـم�سـازEC كه بـر خـط DE و خط BEFزاويـه�ى 

 بـرEF، خط ٦ است. پس بنابـر قـضـيـه�ى BEFخارجى زاويـه�ى 
 مى�گذرد).Aنقطه�ى 

 چنين داريم:ABEدر مثلث قائم�الزاويه�ى 
  AB

2 = AE
2 − EB

2

 نتيجه مى�شود:AED و AECاز تشابه دو مثلث 
  AE

2 = AC.BD

 ارتفاع است، پـسEB، پاره�خط ECDدر مثلث قائم�الزاويـه 
چنين داريم:

  BE
2 = −BC.BD

 نتيجه مى�شود.١از سه رابطه�ى اخير، رابطه�ى 
، با اثبات پيشين مشابه است.٢اثبات رابطه�ى 

* * *

٨. كاربرد رابطه�ى توافقى ياد شده در شماره�ى ٩
الـG) اثـبـات تـازه�اى از قـضـيـه�ى اسـاسـى قـطـب و قـطـبــى.

,O)دايره�ى  R) و نقطه�ى ثابـت Aدر صفحه�ى آن را در نظـر 
 در صفحه�ى دايره، دور نقطه�ىAXمى�گيريم. خط متحرك 

A مى�چرخد و دايـره را در دو نـقـطـه�ى مـتـغـيـر C و Dقطـع 
 از خط متحركBمى�كند. مطلوب است مكان هندسى نقطه�ى 

AX به�طورى كه چهـار نـقـطـه��ى ،A ،B ،C و Dتشكـيـل 
تقسيم توافقى بدهند.

 مى�نويسيم:٨ بنابر رابطه�ى توافقى ياد�شده در شماره برهان:

  (1)  AB
2 = AC.AD + BC.BD

Aيكى از قضيه�هاى هندسه مى�گويد، اگر از نقطـه�ى دل�خـواه 

,O)واقع در صفحه�ى دايـره  R)قاطع دلخواهى رسم كنيم و نقـاط 
 بناميم، چنين داريم:C و Bتقاطع آن را با دايره، 

  AB.AC = AO
2 − R2

بنابر قضيه�ى پيش گفته، دو رابطه�ى زير را مى�نويسيم:

  

(2)  
AC.AD = AO

2 − R2

BC.BD = BO
2 − R2







 به صورت زير در�مى�آيد:٢ با رعايت دو رابطه�ى ١رابطه�ى 
BA  ثابت  

2 − BO
2 = AO

2 − 2R2 =
 از دوBيعنى تفاضل مربع�هاى فاصله�هاى نـقـطـه�ى مـتـحـرك 

 مقدارى است ثابت. پس مكان آن نقطه خطىO و Aنقطه�ى ثابت 
.AOراست عمود بر خط 

* * *

. در شكـل٨ب) كاربرد رابطه�ى تـوافـقـى يـاد�شـده در شـمـاره�ى 
 تقسيمً، محسوسـاD و A ،′A ،Cآينه�ى كروى، چهار نقـطـه�ى 

توافقى تشكيل مى�دهند و بنابر رابطه�ى توافقى ياد�شده در شمـاره�ى
، مى�توان نوشت:٨

  SC
2 = SA.S ′A + CA.C ′A

و يا:
  R

2 = 4f2 = SA.S ′A + CA.C ′A

S و SA فـاصـلـه�ى كـانـونـى اســت و fدر رابـطـه�ى بـالا،  ′A

C و CAفاصله�هاى رأس آينه از شئ و تصويراند و  ′Aفاصله�هـاى 
مركز آينه از شىء و تصويراند.
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