
م  
جده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى

مار
ش

ز� ٢
تان

مس
١٣٨

٧

٥٠

متو
سطه

ÁbOJÇ

در ايـن مـقـالـه، بـا نـگــاهــى نــو و جــديــد بــه ســرى
هــاى هــنــدســى
پرداخته
ايم و از شكل
هاى آشناى هـنـدسـى، بـراى اثـبـات جـمـع
هـاى
جبرى آموخـتـه شـده اسـتـفـاده كـرده
ايـم. بـراى اثـبـات رابـطـه
ى اول از
مساحت مربع
هاى ايجاد شده در سطرها كه روى هم قرار گرفته
اند و
در رابطه
ى دوم از مكعب
هايى به ضلع يك واحد استفاده شده است.
سپس به كمك برش
هاى داده شـده، شـكـل
هـا مـحـدودتـر شـده
انـد تـا
راحت
تر بتوان مساحت و حجم آن
ها را محاسبـه كـرد. در نـهـايـت،
مجموع مساحت
ها در رابطه
ى اول و نيز مجموع حجم
ها در رابطه
ى
دوم، همان رابطه
ى آشناى سرى
هاى هندسى را نتـيـجـه
گـيـرى كـرده
است. هدف اين مقاله، آشنايى دانش
آموزان و همكاران با ديدگاهى
ديگر براى اثبات سرى
هاست تا عزيزان با فهم بيشتر مسائل رياضى و

تجزيه و تحليل آن
ها، تأثير مثبت تفكر رياضى را دريابند.

t�bI�

تجربيات جديد و پژوهش در رياضى، سبب مى�شود كه انسان
با بصيرت بيشترى به سامان�دهى ذهن و انديشه�ى خويش بپـردازد و

براى رويارويى با چالش�هاى علمى در بستر تدريس آماده شود. اكثر
آموزشگران رياضى، يادگيرى رياضى را مبناى توفـيـق فـرد در حـل
مسئله، هم در زندگى عادى و هم در حوزه�هاى ديگر مانند شيمى،
فيزيك و… مى�دانند. بنابراين بهتر است، به�دنبال روش�هاى جديد
و جذاب براى اثبات آموخته�هاى قبلى باشيم تا نشان دهيم، رياضى
اگر زيبا و فهميدنى باشد، بازتابى از طبيعت و جهان اطراف ماست.

 با دو نمونه از جمع�هاى جبرى زير آشنا شده�ايم:ًقبلا

    
1+ 2 + 3 + 4+L+(n −1) + n = ∑

k =1

n
k = n(n +1)

2
)١

    
12 + 22 + 32+L+(n −1)2 + n2 = ∑

k =1

n
k2 = n(n +1)(2n +1)

6
)٢

حال مى�خواهيم بـه 
  
∑

k =1

n
k و 

  
∑

k =1

n
k2از منظر هندسى بنگريـم و 

آن�ها را اثبات كنيم.
براى اثبات اولين جمع، مربع�هايى را داريـم كـه بـا اسـتـفـاده از
مساحت آن�ها، اتحاد بالا اثبات مى�شود. و بـراى دومـيـن جـمـع،
آرايشى از مكعب�ها را داريم كه حجم آن�ها به اثبات اتحاد مى�انجامد.

هبــــــ گاهىنـــــــــــــــــــــــــ
اىهـــــــــ�رىســــــــــ

ىســــــندهــــــــــ
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براى اثبات اولين مجموع، مربع�هايى به طول ضلع يك واحد را
 نشان داده شده�اند. با توجه به شكل مى�بينيـم١داريم، كه در شكل 

كه يك مربع روى اولين سطر، دو مربع روى دومين سطر، سه مربع
امين سطح قرار دارد. ايـنn مربع روى nروى سومين سطر و… تـا 

مربع�ها جمع زير را مى�سازند:
    1+ 2 + 3+L+(n −1) + n

١شكل 

علاوه بر اين، مى�توان شكل بالا را با جدا كردن قسمت�هايى از

، ٢ تبديل كرد. مساحت مثلث بـزرگ در شـكـل ٢آن به شكل 
  

n2

2

 ستون دارد. از طرف ديگر، نيم شدن مربعاتn سطر و nاست؛�زيرا 
باقى�مانده در شكل، نشان مى�دهد كه مساحت آن�ها نيز نصc شـده

 مثلث داريم، پس مساحت آن�ها مى�تواندn سطر، nاست و چون در 

  
(
1
2

)n يا ٢ باشد. به اين ترتيب، مجموع مساحت�ها در شكل 
  
∑

k =1

n
k

برابر با 
  

n2

2
+ n

2
 خواهد شد كه برابر است با: 

  

n(n +1)
2

.

٢شكل 

ŸuL−� sO�Ëœ  U³Ł«

٣شكل 

حال براى مجموع دوم، اگر بـخـواهـيـم 
  
∑

k =1

n
k2را به�وسيلـه�ى 

 تعداد مكعب�ها٣شكل�هاى هندسى نمايش دهيم، باتوجه به شكل 
 است. يعنى يك مكعب در اولين سطر، چهار٢kدر هر سطر برابر با 

مكعب در دومين سطر، نه مكعب در سومين سطر و هميـن�طـور تـا
 مكعب داريـم�٢n، �٣امين سطر. به�طور كلى ما در شكـل nآخر، تا 

كه اگر تعداد آن�ها شمارش شود، حجم شكل، مجموع زير خواهد
بود:

    1
2 + 22 + 32+L+(n −1)2 + n2

براى اين قسمت هم از روشى كه در جمع اول اعمال شد، بهره
 را با برش�هايى تقسيم مى�كنيم كه بدين وسيله٣مى�گيريم. پس شكل 

شكل�هاى زير ايجاد خواهند شد:

٤شكل 
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 الگوى پلكانى از مربع	هاى واحد

 لايه	هايى از مكعب	ها

نماى پشت

  نماى جلويى
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ABCDنماى پشت و جلويى تقسيم�ها، هرم�هايى بـا قـاعـده�ى 

 ارتفاع محسوبABCD عمودى است كه براى قاعده�ى DEهستند و 
 دارند.bمى�شود. ضلع�ها و لبه�هاى ديگر يكسان هستند و طولى برابر 

پس فرمول حجم هرم تشكيل شده به اين صورت خواهد بود:

  
÷ 3 = (b2)(b) ÷ 3 = b3

3
ارتفاع) (مساحت قاعده هرم)(

 از نگاهى ديگر٣، عمل برش را در مكعب شكـل ٥شكل�هاى 
 بهABنشان مى�دهند. مكعب به�وسيله�ى برش�هايى به دو قسمت از 

CDبرش داده شده و سپس به�وسيله�ى چرخش مكعب، عمل برش 
 انجام شده است.CD به BEاز لبه�ى 

٥شكل 

، مكعب به دو تكه جداگانه٣بالاخره و در نهايت از تقسيم شكل 
تقسيم مى�شود.

حجم هرم به�دست آمده 
  

b3

3
 است. پس حجم باقى�مانده�ى هرم

  

2b3

3
 ـالc). اين برش�ها را به طور كلى مى�توان٥شكل ( مى�شود  �
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ال$) اولين برش

ب) دومين برش

ج) باقى	مانده	ى هرم

ــــــ اولين برش
--- دومين برش

 نمايش داد.٦به�صورت شكل 

٦شكل 

 سطر دارد، حجم هـرم بـزرگnپس مى�توان گفت: چون مكـعـب 

  

1
3

n3 است و تكه�هاى باقى�مـانـده نـيـز 
  

2
3

nحجم دارند. حال تـنـهـا 

قسمت�هايى كه هنوز محاسبـه نـشـده�انـد، نـيـمـه�هـايـى هـسـتـنـد كـه در
n)  قسمت�هاى بالايى قرار گرفته�اند و به صورت  −1)cلايه مكعب نص 

 لايه هستند و حجم آن�ها به اين صورت محاسبه مى�شود:nشده روى 

    

1
2

(1+ 2 + 3+L+(n −1))

كه با استفاده از مجموع اول، مقدار آن 
  

1
2

((n −1)
n
2

 به�دست(

مى�آيد.

بنابراين، مجموع حجم شكل و در نتيجه 
  
∑

k =1

n
k2:برابر است با 

    

n3

3
(I)
{

+ (n −1) × n

2
(II)

1 24 34
+ 2n

3
(III)
{

(I) حجم هرم بزرگ 
(II)قسمت بالايى مكعبات نيمه�

(III)باقى�مانده مكعبات پس از برش دوباره 
بنابراين داريم:

  

n3

3
+ n(n −1)

2
+ 2n

3
= 2n3 + 3n(n −1) + 4n

6

                 
  
= n(2n2 + 3(n −1) + 4)

6

 �                          
  
= n(2n2 + 3n +1)

6

                            
  
= n(n +1)(2n +1)

6

و اين همان جوابى است كه انتظار داشتيم.
❐ ❐ ❐


