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 داده شـده�انـد. ازP و صفـحـه�ى Δ، خـط A نقـطـه�ى .٣مثـال
 راΔ موازى باشد و خط P خطى رسم كنيد كه با صفحه�ى Aنقطه�ى 

قطع كند.

∫qŠ
vÝbM¼ ‘Ë— ©n�« 

 وΔ، خـط Aچون در صـورت مـسـئـلـه بـراى وضـع نـقـطـه�ى 
 نسبت به هم، شرطى در نظر گرفته نشده است، پس مسئلهPصفحه�ى 

حالت�هاى متفاوتى مى�تواند داشته باشد.ما مسئله را در حالت كلـى
 روى خطAحل مى�كنيم؛ يعنى حالتى را در نظر مى�گيريم كه نقطه�ى 

Δ و صفحـه�ى P قرار نداشته بـاشـد و خـط Δ موازى صفـحـه�ى P

نباشد.
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Δ

)١(شكل

  ⇒ 2x + y − 2z −11= 0
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M را در نقطه�اى مـانـنـد P صفحـه�ى Δدر اين صورت، خـط 

).١قطع خواهد كرد (شكل
براى حل مسئله در اين حالت، از اين راهبرد (استراتژى) استفاده

مى�كنيم كه مسئله را حل شده در نظر مى�گيريم.

Aفرض مى�كنيم، مسئلـه حـل شـده و خـط  ′Mجواب مسئلـه 
P گذشته، با صفـحـه�ى Aاست؛ يعنى خطى است كه از نـقـطـه�ى 

 قطع كرده اسـت. چـونM′ را در نقطـه�ى Δموازى است و خـط 
 رسمP موازى صفـحـه�ى Aتمام خط�هايى كه از يك نقـطـه مـانـنـد 

 موازىA قرار دارند كه از نقطه�ى P′مى�شوند، در يك صفحه مانند 
A رسم مى�شود، پس خـط Pصفحه�ى  ′Mنيز خطى متعلق به ايـن 

Δ كه محل برخورد خطM′صفحه است. از طرف ديگر، نقطه�ى 

Aبا خط  ′M است، روى صفحـه�ى ′Pقرار دارد. يعنى در واقـع 
 است. بنابرايـنΔ با خط P′ محل برخورد صفحه�ى M′نقطه�ى 

براى حل مسئله چنين عمل مى�كنيم:
، يعنى مكان هندسى خط�هايى را كه از نقـطـه�ىP′ـ صفحه�ى

Aموازى صفحه�ى P.رسم مى�شوند، رسم مى�كنيم 
در( مى�ناميم M′ را P′ با صفحه�ى Δـ نقطه�ى برخورد خط 

 را قطعP′ صفحه�ى ً حتماΔاين حالت كه در نظر گرفته�ايم، خط 
مى�كند. زيرا مى�دانيم كه اگر دو صفحه موازى باشند و خطى يكـى

از اين دو صفحه را قطع كند، ديگرى را نيز قطع خواهد كرد).
 وصل مى�كنيم. خط منحصر بـهM′ به نقطـه�ى Aـ از نقطه�ى 

Aفـرد  ′Mجواب مسئله است. زيرا خـطـى اسـت كـه از نـقـطـه�ى 
A گذشته است، خطΔ را در نقطه�ى ′Mقطع كرده است و موازى 

 نيز مى�باشد (اگر دو صفحه موازى باشند، هر خط واقعPصفحه�ى 
در يك صفحه با صفحه�ى ديگر موازى است).

∫Y×Ð
 موازى صفحه�ىΔ باشد و خط Δ روى خط A. اگر نقطه�ى ١

Pصفحه�ى ٣ نباشد (شكل ،(′P كه از نقطه�ى Aموازى صفحه�ى 
P رسم مى�شود، خط Δ را در همان نقطه�ى Aقطع مى�كند. در اين 

 رسمP′ در صفحـه�ى A كه از نقطـه�ى dحالت، هر خطى مـانـنـد 
شود، جواب مسئله است؛ يعنى بى�شمار خط جواب مسئله اسـت

).٤(شكل

 موازىΔ باشد و خط P فقط روى صفحه�ى A. اگر نقطه�ى ٢
 منطبـقP بر صفحه�ى P′)، صفحـه ى ٥ نباشد (شكـلPصفحه�ى 

M را P با صفحـه�ى Δخواهد شد. پس اگر نقطه�ى برخـورد خـط 

 مى�گذرد،A جواب مسئله است، زيرا: از نقطه�ى AMبناميم، خط 
 است؛ چونP قطع كرده و موازى صفحه�ى M را در نقطه�ى Δخط 

).٦روى اين صفحه است. اين جواب منحصر به�فرد است(شكل

 نباشد، اما خـطΔ و خط P روى صفحه�ى A. اگر نقطـه�ى ٣
Δ موازى صفحه�ى P در اين حالت صفحه�ى ٧شكل( باشد ،(′P

Δ رسم مى�شود، نسبت به خط P موازى صفحه�ى Aكه از نقطه�ى 

دو حالت مى�تواند پيدا كند:

).٨شـكــل( قـرار گـيــرد P′ روى صـفـحــه�ى Δ خــط الـ�)
P′ در صفحـه�ى A كه از نقطه�ى dدر�اين�صورت، هر خطى مانـنـد 
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 را قطع كند، جواب مسئله است و مسئله بى�شمارΔرسم شود و خط 
جواب دارد.

 قرار نگيرد. در اين�صورت، خط P′ روى صفحه�ى Δ خطب)
Δ موازى صفحـه�ى ′P خواهد بود و در اين حالت مسئـلـه جـواب 

 بگذرد، مـوازىAندارد. يعنى هيچ�خطى وجود ندارد كه از نقطـه�ى 
).٩شكل( را قطع كند Δ باشد و خط P صفحه�ى

 متقاطع باشد و نقطه�ى بـرخـوردP با صفحـه�ى Δ. اگر خط ٤
 كه از نقطه�ىP′)، صفحه�ى ١٠ باشد (شكلAآن�ها همان نقطه�ى 

A موازى صفحه�ى P رسم مى�شود، بر صفحـه�ى Pمنطبق است و 
 رسم شود،P در صفحـه�ى Aدر اين حالت هر خطى كه از نقطـه�ى 

).١١جواب مسئله است و مسئله بى�شمار جواب دارد (شكل

 روىA بـاشـد و نـقـطـه�ى P روى صـفـحـه�ى Δ. اگـر خـط ٥
 ازكهP′)، در اين�صورت صفـحـه�ى١٢ نباشد (شكـلPصفحـه�ى 

 مـوازىΔ رسم شده است، با خـط P موازى صفحـه�ى Aنقطـه�ى 
 رسم شود،P′خواهد بود و هر خطى كه از اين نقطه در صفحـه�ى 

 را قطع نخواهد كرد. پس مسئله داراى جواب نيست.Δخط 

 باشـنـدP هر دو روى صفـحـه�ى A و نقـطـه�ى Δ. اگر خـط ٦
 منطبق خواهد بود. در اينP بر صفحه�ى P′)، صفحه�ى ١٤(شكل

 بگذرد و خطA كه از نقطه�ى P از صفحه�ى dحالت هر خطى مانند 
Δرا قطع كند، جواب مسئله است و مسئله در اين حالت بى�شمار 

جواب دارد.

 باشد كه در ايـنΔ مى�تواند روى خط Aدر اين حالت نقطـه�ى 
 متقاطع باA كه از نقطه�ى Pصورت، همه�ى خط�هايى از صفحه�ى 

 رسم مى�شوند، جواب مسئله هستند.Δخط 

).١٦بديهى است كه مسئله بى�شمار جواب دارد (شكل
 آيا مسئله حالت ديگرى نيز مى�تواند داشته باشد؟سؤال:

ب) روش جبرى
 را كه از سه محور دو به دو عمودo-xyzدستگاه مختصات قائم 

x′برهم  ox ،′y oy و ′z oz به ترتيب با بردارهاى يكـه�ى r
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r
k:تشكيل شده است، در نظر مى�گيريم. در اين�صورت 

A   به مختصات Aنقطه�ى ● = (x0, y0, z0)؛
ax   به معادله�ى Pصفحه�ى ●  + by + cz + d = ؛0

 به معادله�ى Δخط ● 
  

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r
،

خواهند بود.
اكنون مى�خواهيم معادله�ى خطى را بنـويـسـيـم كـه از نـقـطـه�ى

  A = (x0, y0, z0)مــــــى�گـــــــذرد، بـــــــا صـــــــفـــــــحـــــــه�ى 
  P:ax + by + cz + d =  مــــــــــوازى اســـــــــــت و خـــــــــــط0

  
D:

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r.را قطع مى�كند 

با توجه به اين�كه مكان هندسى خط�هايى كه از يك نقطه موازى
يك صفحه رسم مى�شوند، صفحه�اى است كه از آن نقطه موازى آن

 را كه از نقطـه�ىP′صفحه رسم مى�شود، بايد معادله�ى صفحـه�ى 
A موازى صفحه�ى Pرسم مى�شود، بنويسيم. مى�دانيم  معادلـه�ى 

P:ax  تمامى صفحه�هايى كه موازى صفحه�ى  + by + cz + d = 0

ax  هستند، به�صورت  + by + cz + ′d =  است. براى اين�كه اين 0
A  صفحه از نقطه�ى  = (x0, y0, z0)بگذرد، بايد مختصات اين نقطه 

در معادله�ى آن صدق كند؛ يعنى داشته باشيم:
  ax0 + by0 + cz0 + ′d = 0⇒ ′d = −(ax0 + by0 + cz0)

 به معادله�ى زير است:P′پس صفحه�ى 
  ′P :ax + by + cz − (ax0 + by0 + cz0) = 0

 باP′، محل برخورد صفحـه�ى M′اكنون مختصات نقطـه�ى 
 را، با حل دستگاه سه معادله�ى سه مجهولـى زيـر بـه�دسـتΔخط 

مى�آوريم:

  

′P :

Δ

ax + by + cz − (ax0 + by0 + cz0) = 0

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r
= t

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ ′M = (x2, y2, z2)

A  بـا داشـتــن مــخــتــصــات دو نــقــطــه�ى  = (x0, y0, z0)و 
  ′M = (x2, y2, z2) مـعـادلـه�ى خــط ،A ′Mرا بـه ايـن�صــورت 

مى�نويسيم:

  
A ′M :

x − x0

x2 − x0

= y − y0

y2 − y0

= z − z0

z2 − z0

بحث در وجود جواب بـراى مـسـئـلـه و تـعـداد. ١نكتـه�ى مـهـم
جواب�هاى مسئله (در صورت وجود) در رويكرد جبرى بـراى حـل
مسئله، همانند راه�حل هندسى آن است. شما خود مى�توانيد آن�ها را

بررسى كنيد.

 براى حل مسئله به روش جبرى�ـ مختصاتى، ما. ٢نكته�ى مهم
 را چنان اختيار كنـيـم كـهo-xyzمى�توانيم دستگاه مختـصـات قـائـم 

 باشد. در اين صورت خـواهـيـمP همان صفـحـه�ى xoyصفحـه�ى 
داشت:

z   به معادله�ى Pصفحه�ى ● = 0

A   به مختصات Aنقطه�ى ●  = (x0, y0, z0)

 به معادله�ى Δخط ● 
  

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r

z   به معادلـه�ى P′در اين دستگاه مختصات، صفـحـه�ى  = z0

 از دستگـاه سـه مـعـادلـه�ىM′خواهد بود و مـخـتـصـات نـقـطـه�ى 
سه�مجهولى:

  

′P :

Δ  :

z = z0

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

به�صورت:

  

′M

x = p(
z0 − z1

r
) + x1

y = q(
z0 − z1

r
) + y1

z = z0

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

Aمحاسبه مى�شود كه پس از آن، با داشتن مختصات دو نقطه�ى 

o
y

x

z

P

M

A = (x0, y0,z0)
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r
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A، معادله�ى خط M′و  ′M.را مى�توان نوشت 
 هم ذكر شد، هر مسـئـلـه يـاً همان�طور كه قـبـلا.٣نكته�ى مـهـم

 ـمختصاتى قضيه�ى هندسه را مى�توان با رويكردهاى هندسى و جبرى�
حل كرد، اما بايد توجه كنيم كه كدام روش ساده�تر است. در انتخاب

 بايد به آن توجهًرويكرد جبرى ـ مختصاتى، نكته�ى مهمى كه حتمـا
داشته باشيم، چگونگى انتخاب دستگاه مختصات است.

اينك چند مثال از رويكرد جبرى�ـ�مختصاتى مسئله�ى داده شـده
را مى�بينيم:

A   نـــــــقـــــــطـــــــه�ى ل.ّمـــــــثـــــــال او = (2,5,  و خــــــط(1−

  
Δ:

x
4

= y +1
−1

= z + 2
3

 بـــه مــــعــــادلــــه�ىP و صـــفــــحــــه�ى 

  2x + y − 2z − 3 =  داده شده است. معادله�ى خطى را بنويسيد�0
 راΔ موازى است و خط P مى�گذرد، با صفحه�ى Aكه از نقطه�ى 
قطع مى�كند.

 و صفحه�ىΔ، خط A نخست مى�توانيم وضع نقطـه�ى حل:
Pرا نسبت به هم مشخص كنيم، اما نيازى به اين كـار نـيـسـت. مـا 

راه�حل كلى را كه براى روش جبرى�ـ�مختصاتى بيان كرديم، به�كـار
 را كه ازP′مى�بريم. به اين ترتيب كه نخست معادله�ى صـفـحـه�ى 

 رسم مى�شود، مى�نويسيـم. سـپـسP موازى صفحـه�ى Aنقطـه�ى 
 مى�ناميم.M′ را به�دست مى�آوريم و Δ با خط P′نقطه�ى برخورد 

Aآن�گاه معادله�ى خط  ′M.يعنى خط خواسته شده را مى�نويسيم ،
داريم:

P         2xمعادله�ى كلى صفحه�هاى موازى صفحه�ى  + y − 2z + d = 0

             
در معادله�ى�بالا

  A = (2,5, −1) ⎯ →⎯⎯ 2(2) + (5) − 2(−1) + d = 0⇒ d = −11

⇒  P′معادله�ى صفحه�ى  2x + y − 2z −11= 0

  

′P :

Δ  :

2x + y − 2z −11= 0

x
4

= y +1
−1

= z + 2
3

= t

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ x = 4t, y = −t −1, z = 3t − 2

  

⇒ 2(4t) + (−t −1) − 2(3t − 2) −11= 0⇒ t = 8

⇒ ′M = (32, −9,22)  ,  A = (2,5, −1)

⇒ A ′M :
x − 2
32 − 2

= y − 5
−9 − 5

= y +1
22 +1

⇒ x − 2
30

= y − 5
−14

= y +1
23

Aمعادله�ى خط  ′M
 روىA نشان مى�دهد كه نقطه�ى P′ معادله�ى صفحه�ى نكته:
 قرار داشت،P روى صفحه�ى A نيست. زيرا اگر نقطه�ى Pصفحه�ى 

 به دست مى�آمد.P همان معادله�ى صفحه�ى P′معادله�ى صفحه�ى 
 نيست. زيرا اگر چـنـيـن بـود،Δ روى خـط Aبه�علاوه، نقـطـه�ى 

 به دست مى�آمد.A همان مختصات نقطه�ى M′مختصات نقطه�ى 
 وΔ، خط Aو اين نشان مى�دهد كه نيازى به بررسى وضع نقطه�ى 

 نسبت به هم نيست.Pصفحه�ى 
 مـعـادلـه�ى خـطـى را بـنـويـسـيــد كــه از نــقــطــه�ىم. ّمـثــال دو

  A = (2, P:x   مـى�گـذرد، بـا صـفـحــه�ى (1,1− + y + 2z +1= 0

موازى است و خط 
  
P:

x +1
3

= y + 3
2

= z
1

 را قطع مى�كند.

 داريم:حل:
Pمعادله�ى كلى صفحه�ى موازى صفحه�ى 

  x + y + 2z + d = 0

       
در معادله�ى بالا

  A = (2, −1,1) ⎯ →⎯⎯⎯ 2 −1+ 2 + d = 0⇒ d = −3

⇒   P′معادله�ى صفحه�ى  x + y + 2z − 3 = 0

  

x + y + 2z − 3 = 0

x +1
3

= y + 3
2

= z
1

= t ⇒ x = 3t −1, y = 2t − 3, z = t

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

  ⇒ 3t −1+ 2t − 3 + 2t − 3 = 0⇒ t = 1

  ⇒ M1 = (2, −1,1) = A

 روى صفحه�ىA نشان مى�دهد كه نقطه�ى P′معادله�ى صفحه�ى 
P نيست، اما مختصات نـقـطـه�ى ′M همان مختصات نـقـطـه�ى A

 قرار دارد. بنابراين، هر خطى كه ازΔ بر خط Aاست. پس نقطه�ى 
 رسم شود، جواب مسئلـهP′ در صفحه�ى M′ يا همـان Aنقطه�ى 

است. براى نوشتن معادله�ى هريك از اين خط�ها كافى است، يـك
 را به�دست آوريم و معادله�ى خط گذرنـده ازP′نقطه�ى دل�خـواه از 
 داريم:ً را بنويسيم. مثلاAاين نقطه و نقطه�ى 

                                                                        
P′در معادله�ى

  
x = 0, y = 0⎯ →⎯⎯⎯ 0+0+ 2z − 3 = 0⇒ z = 3

2

  
B = (0,0,

3
2

) ∈ ′P

  

⇒ AB:
x −0
2 −0

= y −0
−1−0

=
z − 3

2

1− 3
2

⇒ x
2

= y
−1

=
z − 3

2

− 1
2

معادله�ى يكى از خط�هاى جواب مسئله
                                                                                 

P′در معادله�ى
  x = 0, z = 0⎯ →⎯⎯⎯ 0+ y +0− 3 = 0⇒ y = 3

⇒                       P′نقطه�ى ديگرى از صفحه�ى C = (0, 3,0)

  
AC:

x −0
2 −0

= y − 3
−1− 3

= z −0
1−0

⇒ x
2

= y − 3
−4

= z
1

يك خط ديگر جواب مسئله


