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X�O� vHM� vFÐd� êO¼
در اين بخش، بعضى از كاربردهاى ساده�ترين نابرابرى موجود

در جبر، يعنى:
  x2 ≥0
را بررسى مى�كنيم؛ رابطه�اى كه در آن برابرى اگر و تـنـهـا اگـر عـدد

x  حقيقى  =  باشد، برقرار است. اينك اولين مثال:0
 عددى حقيقى باشد. ثابت كنيد:a فرض مى�كنيم ●

  4a − a4 ≤ 3

 اين مسئله براى دانش�آموزانى طرح شده بود كه كتاب جامعحل:
و فاضل يا ديفرانسيل و انتـگـرال را، حـتـى ورق هـم نـزده بـودنـد.

نابرابرى مورد بحث هم�ارز
  (a

2 −1)2 + 2(a −1)2 ≥0

است كه به�طور واضح برقرار است.
 است كه توسط١٩٨١مثال دوم از المپيادهاى رياضى رومانيايى 

 طرح شده است.١آندريسكو

f معين كنيد، تابـع يـك بـه يـك ● = R → Rبا اين ويژگى كه بـه 
،xازاى هر 

  
f (x2) − f2(x) ≥ 1

4

موجود است يا خير.
 نشان مى�دهيم چنين تابعى موجود نيست. روش كار بسيارحل:

ساده است. به دو عددى مى�نگريم كه با مربعاتشان برابرند؛ يعنى،
  x = x   و 0 = f، كه در مورد آن�ها 1 (x) و   f (x2)برابرند. با قرار 

x  دادن  =  در رابطه�ى مفروض، به�دست مى�آوريم:0

  
f (0) − f2(0) ≥ 1

4

با بردن تمام عبارات به سمت راست، خواهيم داشت:

  
0≥ f (0) − 1

2
⎛
⎝

⎞
⎠

2

اين رابطه مستلزم آن است كه 
  
f (0) = 1

2
. به همين ترتيب، اگر

اىهــــــــــــدايــــــــپـــلما نايـــهـــــــــار ابـــــــــ
ىضــــــــــــــــــايــــــــــــــــــــــــــر

 غلامرضا ياسى�پور●

)١١(

م  
جده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

١ 
يز 

پاي
١٣٨

٧

١٥

متو
سطه



م  
جده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى

مار
ش

 �١
ييز

پا
١٣٨

٧

١٦

متو
سطه

  x =  را قرار دهيم، به دست مـى�آوريـم 1
  
f (1) = 1

2
f   كه ماننـد  (0)

 نمى�تواند يك به يك باشد.fاست. به اين ترتيب 
در ادامه مسائلى را آورده�ايم كه مى�توان آن�ها را با هميـن روش

حل كرد.
 اعدادى حقيقى باشند. ثابـتd و a ،b ،c. فرض مى�كنيـم ١

a  كنيد تمام اعـداد  − b2 ،  b − c2 ،  c − d2 و   d − a2نمى�توانند 
بزرگ�تر از 

  

1
4

 باشند.

. جميع جواب�هاى حقيقى دستگاه معادلات زير را بيابيد.٢

  x + y = 4z −1

  y + z = 4x −1

  z + x = 4y −1

 با اين ويژگى(0,1)   اعدادى در بازه�ى y و x. فرض مى�كنيم، ٣
�اى متفاوت از آن چنان موجود باشد كه:aباشند كه عدد مثبت 

  logx a + logy a = 4 logxy a

xثابت كنيد:  = y.
,x). جميع سه�تايى�هاى حقيقى ٤ y, z)را بيابيد كه در رابطه�ى 

زير صدق مى�كند:

  x
4 + y4 + z4 − 4xyz = −1

 صادق در:z و x ،y. جميع سه�تايى�هاى اعداد حقيقى ٥

  2xy − z2 ≥1

  z − x + y ≥ −1

را بيابيد.
 اعدادى حقيقى و چنان باشند كه:c و a ،b. فرض مى�كنيم ٦

  a
2 + c2 ≤ 4b

xثابت كنيد به ازاى هر  ∈R:
   x

4 + ax3 + bx2 + cx +1≥0

، نابرابـرىz و x ،y. ثابت كنيد به ازاى جميع اعداد حقيقى ٧
زير برقرار است:

  
x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz ≥ 3

4
(x − y)2

 صادق در رابطه�ى زير راx1 ،  x2 ،… ،xn  . اعداد حقيقى ٨
بيابيد.

  

x1 −12 + 2 x2 − 22 +L+n xn − n2

= 1
2

(x1 + x2+L+xn )

 اعدادى حقيقى و نـامـنـفـىc و a ،b. الe) فرض مى�كنـيـم ٩
باشند. ثابت كنيد:

  ab + bc + ca ≥ 3abc(a + b + c)

 اعدادى حقيقى و نامنفى چنان باشندc و a ،bب) فرض مى�كنيم 

a  كه:  + b + c = . ثابت كنيد:1
  a

2 + b2 + c2 + 12abc ≤1

١٠ .f:N → R را چنان معين كنيد كه به ازاى هر k ،m و  n:
  f (km) + f (kn) − f (k)f(mn) ≥1

 طـول�هــاى يــال�هــاى يــكc و a ،b. فـرض مـى�كــنــيــم ١١
 طول قطر آن باشد. ثابت كنيد:dمتوازى�السطوح قائم و 

  a
2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ abcd 3

 نابرابرى زير برقرار است:ABC. ثابت كنيد در مثلث ١٢

  
cos A cos Bcos C ≤ 1

8

 اعدادى حقيقـى بـاشـنـد، نـشـانa1 ،  a2 ،… ،an  . اگـر ١٣
دهيد:

  
∑
i=1

n
∑
j=1

n
ijcos(ai − a j ) ≥0

qzU�� qŠ
. اگر نابرابرى�هاى١

  
d − a2 > 1

4
 و 

  
c − d2 > 1

4
 و 

  
b − c2 > 1

4
 و 

  
a − b2 > 1

4

به�طور هم�زمان برقرار باشند، با جمع كردن آن�ها نابرابرى زير را بـه
دست مى�آوريم:

  a + b + c + d − (a2 + b2 + c2 + d2) >1

با بردن جميع مقادير به سمت راست و تكميل مربع�ها داريم:

  
(
1
2

− a)2 + (
1
2

− b)2 + (
1
2

− c)2 + (
1
2

− d)2 <0

.كه تناقض است

(Revista Matematicǎ  din Timisoara (Timisoara

Mathematics Reviews), proposed by T. Andreescu)

. مانند مسئله�ى قبل، سه نابرابرى را جمع مى�كنيم و عبارت٢
را به�صورت مجموع مربعات بازنويسى مى�كنيم. بـا جـمـع و بـردن

جميع مقادير به سمت چپ، به دست مى�آوريم:

  2x + 2y + 2z + 4x −1 + 4y −1 + 4z −1 = 0

مى�خواهيم اين عبارت را به صورت مجموع سه مربع، يكى تنها
، بنويسيم.z، و يكى تنها وابسته به y، يكى تنها وابسته به xوابسته به 

 تقسيم و به ٢طرفين آن را بر 
  
x + x − 1

4
 توجه مى�كنيم. حضـور

  

1
4

 زير ريشه�ى دوم، جمع و تـفـريـق 
  

1
4

 را مطرح مى�كـنـد. در ايـن

صورت داريم:
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x − 1

4
+ x − 1

4
+ 1

4
= x − 1

4
− 1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

با بازگشت به مسئله�ى اصلى داريم:

  
x − 1

4
− 1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ y − 1
4

− 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ z − 1
4

− 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

= 0

 باشد و نتيجه مى�گيريم:°بنابراين، هر�يك از اين مربعات بايد برابر 

  
x = y = z = 1

2

تنها جواب دستگاه مفروض است.
)T. Andreescu(مسابقه�ى رياضى رومانى، طرح از 

a  . از آن�جا كه ٣ a   و 0< ≠ ، نابرابرى را مى�توان به صورت:1

  

1
loga x

+ 1
loga y

= 4
loga xy

بازنويسى كرد كه هم�ارز:

  

loga x + loga y

loga x loga y
= 4

loga x + loga y

است. با حذف مخرج�ها به دست مى�آوريم:

  (loga x + loga y)2 = 4 loga x loga y

كه مستلزم:

  (loga x − loga y)2 = 0

xاست. پس رابطه، تنها اگر  = y.مى�تواند برقرار باشد ،
)T. Andreescu(مسابقه�ى رياضى رومانى، طرح از 

. اگر بكوشيم، مربع شامل دو جملـه�ى اول سـمـت چـپ را٤
كامل كنيم، عبارت زير را به دست مى�آوريم:

  (x2 − y2)2 + 2x2y2 + z4 − 4xyz

 و سپس تكميل2z2  ، امكان افزودن 4xyz−   و 2x2y2  حضور 
مربعى ديگر را مطرح مى�كند. در اين مرحله، ملاحظه�ى اين مطلب

مشكل نيست كه معادله را مى�توان به صورت زير نوشت:

  (x2 − y2)2 + (z2 −1)2 + 2(xy − z)2 = 0

اين معادله تنها اگر جميع سه مربع برابر صفر باشند، مى�تـوانـد
برقرار باشد. از:

  z2 −1= 0
z  داريم:  = . پس از تحليلى سريع نتيجه مى�گيريم كه جواب�ها±1

عبارت�اند از:

  (1, −1, ,1,1−)   و (1− (1,1,1)   و (1−

(Revista Matematicǎ  din Timisoara (Timisoara

Mathematics Reviews), proposed by T. Andreescu)

. از نابرابرى دوم به دست مى�آوريم:٥

  z ≥ x + y −1

از استفاده از آن در نابرابرى اول حاصل مى�شود:

  2xy − (1− x + y )2 ≥1

به ازاى انتخابى از علامت�هاى بعلاوه و منها داريم:

  2xy − (1+ x + y )2 = 2xy − x + y 2 + 2 x + y −1

  = 2xy − x2 − y2 − 2xy + 2(±x ± y) −1

  = −x2 − y2 + 2(±x ± y) −1

از نابرابرى تحويل�يافته�ى فوق نتيجه مى�گيريم:

  0≥ x2 + y2 − 2(±x ± y) +1+1= (1± x)2 + (1± y)2

، مى�توانندy و xهر دو مربع حاصل بايد برابر صفر باشند. درنتيجه، 
- را داشته باشند. گذشته از اين، در فوق ملاحظه١ يا ١تنها مقادير 
 علامت يكسان داشتهy و x مثبت است، بنابراين بايد xyمى�كنيم كه 

x  باشند. به ازاى  = y = x   يا 1 = y =  دو مورد:1−
  z − 2 ≥ 2   و 1− − z2 ≥1

z2  را به دست مى�آوريم و درنتيجه:  z   و 1≥ ≥1.
z   صادق در دو نابـرابـرى، zتنهـا  =  است. درنتيجـه، بـراى1

مسئله�ى ما دو جواب:
  x = y = z = 1

و:
  z = x   و 1 = y = −1

موجود است.
)T. Andreescu(

. با تكميل مربع�ها به دست مى�آوريم:٦

  

x4 + ax3 + bx2 + cx +1

= (x2 + a
2

x)2 + (b − a2 + c2

4
)x2 + (x +1)2

در اين صورت، نابرابرى از اين مطلب نتيجه مى�شود كه:

  b ≥ (a2 + c2) / 4

(Revista Matematicǎ  din Timisoara (Timisoara

Mathematics Reviews), proposed by T. Andreescu)

. نابرابرى مطلوب، هم�ارز با نابرابرى زير است:٧

  

1
2

(x − y)2 + (x − z)2 + (z − x)2[ ] ≥ 3
4

(x − y)2

يا:

  
3 (x − z)2 + (z − x)2[ ] ≥ (x − y)2

aاين نابرابرى، با قرار دادن  = y − z و b = z − x:به�صورت 
  2(a2 + b2) ≥ (a + b)2

a)  در�مى�آيد، كه به  − b)2  تحويل مى�شود.0≤
. سعى مى�كنيم، معادله را به مجموع دو مربع برابر بـا صـفـر٨

 ضرب مى�كنيم، مقادير٢تبديل كنيم. به اين منظور، برابـرى را در 
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را به سمت راست مى�بريم و مربع�ها را كامل مى�كنيم. در اين صورت
داريم:

  (x1 + x2+L+xn ) − 2 x1 −1 − 4 x2 − 22 −L−2n xn − n2

  = (x1 −1− 2 x1 −1 +1) + (x2 − 22 − 4 x2 − 22 + 22)+L

  +(xn − n2 − 2n xn − n2 + n2) = ( x1 −1 −1)2

  +( x2 − 22 − 2)+L+( xn − n2 − n)2

 باشد. در�نتيجـه°مجموع اين مربع�ها، بنا به فرض، بايد بـرابـر 
 هستند. به اين ترتيب:°جميع مربع�ها برابر 

  x1 −1 = 1,  x2 − 22 = 2,L,  xn − n2 = n

پاسخ منحصر به فرد معادله عبارت است از:

  x1 = 2,  x2 = 8, L,  xn = 2n2

(Gazeta Matematicǎ  (Mathematics Gazette,

Bucharest), proposed by T. Andreescu)

. الe) با مربع كردن دو طرف به دست مى�آوريم:٩
  a

2b2 + b2c2 + c2a2 + 2abc(a + b + c) ≥ 3abc(a + b + c)

كه هم�ارز با نابرابرى زير است:

  

1
2

(ab − bc)2 + (bc − ca)2 + (ca − ab)2[ ] ≥0

ب) نابرابرى هم�ارز با نابرابرى زير است:
  12abc ≤ (a + b + c)2 − (a2 + b2 + c2)

كه با نابرابرى زير همسان است:

  12(a + b + c)abc ≤ 2(ab + bc + ca)

و به نابرابرى پيشين تحويل مى�شود.
 آمده است.)١٩٨٤(قسمت ب در المپياد رياضى اتريش 

 درk و m ،n. هم�چون مثال مقدمه، مقادير خـاصـى بـراى ١٠
معادله�ى مفروض وارد مى�كنيم. با فرض:

  m = n = k = 0
نابرابرى:

  2f (0) − f2(0) ≥1

را به دست مى�آوريم. درنتيجه:
  0≥ (f (0) −1)2

f  كه مستلزم  (0) =  است. به ازاى:1
  m = n = k = 1

f  همين استدلال نشان مى�دهد كه:  (1) = . به ازاى:1
  m = n = 0

نابرابرى زير را به دست مى�آوريم:
  2 − f (k) ≥1

k ،  fدرنتيجـه، بـه ازاى هـر  (k) k  . و نيـز، بـه�ازاى 1≥ =  و1
  m =  نابرابرى:0

  1+ f (n) −1≥1

f  را به دست مى�آوريم كه مستلـزم  (n) n، به ازاى جميع مقاديـر 1≤

n :  fاست. در اين صورت، نتيجه مى�گيريم كه به ازاى هر  (n) = 1.
(D. M. Bǎtinetu)

. از آن�جا كه در متوازى�السطوح قائم، قطر توسط فرمول:١١

  d = a2 + b2 + c2

مشخص مى�شود، نابرابرى مورد بحث با نابرابرى زير هم�ارز است:
  (a

2b2 + b2c2 + c2a2)2 ≥ 3a2b2c2(a2 + b2 + c2)

اين نابرابرى، پس از تجديد دسته�بندى جملات، به�صورت ز ير
درمى�آيد:

  

c4

2
(a2 − b2)2 + a4

2
(b2 − c2)2 + b4

2
(c2 − a2)2 ≥0

aتوجه داشته باشيد كه برابرى، اگر و تنها اگر  = b = cبرقرار ،
است؛ يعنى اگر متوازى�السطوح مورد بحث مكعب باشد.

(Pîrsan, L., Lazanu, C. G., Probleme de algebrǎ  si

trigonometrie (Problems in algebra and trigonometry),

Facla, Timisoara, 1983)

. بايد نشان دهيم كه:١٢
  1− 8 cos A cos Bcos C ≥0

سمت چپ را با استفاده از اتحادهاى مثلثاتى به مجموع مربع�ها تبديل
مى�كنيم. فرمول ضرب به جمع حاصل�ضرب كسينوس�ها مى�دهد:

  

1− 8 cos A cos Bcos C = 1− 4cos A(cos(B − C)

+ cos(B + C))

توجه داشته باشيد:
cos(B + C) = − cos(π − B − C) = − cos A

و:
  sin2(B − C) + cos2(B − C) = 1

عبارت فوق برابر است با:
  sin2(B − C) + cos2(B − C) − 4cos A cos(B − C)

  +4cos2 A = (sin(B − C))2 + (cos(B − C) − 2cos A)2

و مورد اخير، به�طور واضح نامنفى است.
. با استفاده از فرمول جمع كسينوس به دست مى�آوريم:١٣

  
∑
i=1

n
∑
j=1

n
ijcos(ai − a j ) = ∑

i=1

n
∑
j=1

n
(ijcosai cosa j + ijsin ai sin a j )

  
= ∑

i=1

n
i cosai ∑

j=1

n
jcosa j + ∑

i=1

n
i sin ai ∑

j=1

n
jsin a j

  
= ( ∑

i=1

n
i cosai )

2 + ( ∑
i=1

n
i sin ai )

2 ≥0

1. Andreescu

  

x − x1

p
= y − y1

q
= z − z1

r


