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مسئله�ها قلب رياضيات هستند و حل مسئله، قـلـب يـادگـيـرى
رياضى است. فايده�ى حل يك مسئله از چند�راه متفاوت چيـسـت؟
مى�دانيم حل يك مسئله از چـنـد راه مـتـفـاوت، نـوعـى مـطـالـعـه�ى
رياضيات است و مطالعه�ى رياضـيـات، دسـتـگـاه ذهـن را تـوسـعـه
مى�دهد. پس حل يك مسئله با چند روش، ذهن را فعال مى�كـنـد و

باعث بروز ابتكار و خلاقيت مى�شود.

 مهدى منيرى بيدگلى●
دبيررياضى شهرستان چادگان

وهلــــــــــــئســـ مكي اه�حلچندر

چندى پيش، يكى از دانش�آموزان مسئله�اى را مطرح كرد كه بـا
روش�ها و ابزارهاى متفاوت قابل حل است و لذا مـى�تـوان آن را در
پايه�هاى گوناگون تحصيلى مطرح كرد. در مقاله�ى حـاضـر، چـنـد
راه�حل متفاوت براى اين مسئله ارائه شده است. شما نيز بكـوشـيـد

راه�هاى ديگرى براى حل آن بيابيد.
)، مساحت قسمت هاشور�خورده را بيابيد.١ در شكل (مسئله:
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، مسئله را حل مى�كنـيـم.١با توجه به تقارن موجود در شـكـل 

ابتدا قسمت�هاى گوناگون شكل را نامگذارى مى�كنـيـم. بـنـابـرايـن
داريم:

4x  در مورد كل مساحت شكل، رابطـه�ى  + 2y + z =  و در8
2x  مورد نيم�دايره�ها، رابطه�ى  + z = 2πرا مى�توان نوشت. حال 

 راEFHاز خواص قطاع دايره و مساحت آن استفاده مى�كنيم. قطاع 
).٣ در نظر مى�گيريم (شكل AEBاز نيم�دايره�ى 

EFH را از مساحت قطاع GHFاگر مساحت مثلث قائم�الزاويه�ى 

كم كنيم، مسـاحـت 
  

1
4

zبه�دست مى�آيد كه راهگشاى حـل مـسـئـلـه 

است.
 متسـاوى�الاضـلاع اسـت (چـرا؟). لـذاEFHمى�دانيـم مـثـلـث 

 درجه است. چون مساحت قطـاع مـورد٦°اندازه�ى هر زاويـه�ى آن 

نظر برابـر بـا 
  

1
2

R2θ است كـه در آن θبر�حسب راديان اسـت، لـذا 

داريم:

  
= 1

2
× 22 × π

3
= 2π

3
اع مساحت قط

 برابر است با:FHGمساحت مثلث قائم�الزاويه�ى 

  

1
2

GH × FG

FG  مى�دانـيـم  = FH   و 1 = . پس از رابـطـه�ى فـيـثـاغـورس2
GH  داريم:  = 3

  برابر است با FHGبنابراين مساحت مثلث 
  

3
2

.

در اين�صورت مساحت 
  

1
4

z :به�دست مى�آيـد 
  

2π
3

− 3
1

. و

 برابر است با zاز آن�جا مساحت 
  

8π
3

− 2 3.

حال دستگاه مقابل را حل مى�كنيم:

  

4x + 2y + z = 8

2x + z = 2π

z = 8π
3

− 2 3

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

 به�دست مى�آيند:y و xپس از حل دستگاه، مقادير زير براى 

  
y = 4 − 2π

3
+  و     3

  
x = 3 − π

3

پس، مساحت قسمت هاشورخورده برابر است با:

  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4 3

ÂËœ ‘Ë—
در اين روش، مبدأ مختصات را منطبق بر مركز مستطـيـل قـرار

).٤مى�دهيم (شكل 

سطح محصور بين محورهاى مختصات، با مساحت 
  

1
4

zبرابر 

است و به�منظور محاسبه�ى آن، طبق قضيه�ى فيثاغورس داريم:

  GE = GH2 − EH2 = 3 ⇒ a = xH = 3

 را مى�نويسيم. مركز ايـن دايـرهFHهم�چنين معادله�ى منحـنـى 
,G(0  نقطه�ى   است. پس خواهيم داشت:٢ و شعاع (1−
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  (x −0)2 + (y +1)2 = 4 ⇒ y = 4 − x2 −1

با استفاده از انتگرال داريم:

  

Sz = ydx
0

a

∫ = 4 (−1+ 4 − x2 )dx
0

a

∫

  

= 4 −1dx +
0

a

∫ 4 4 − x2dx
0

a

∫

)١                                                   (
  

= −4a + 4 4 − x2dx
0

a

∫
x  با تغيير متغير  = 2sin θ:انتگرال اخير را محاسبه مى�كنيم 

  

4 − x2dx =
0

a

∫ 4cos2 θdθ =
0

π
3

∫ 2 (1+ cos2θ)dθ
0

π
3

∫

  
= 2π

3
+ sin2θ⎤

⎦⎥0

π
3 = 2π

3
+ 3

2

 داريم:١حال با جاى�گذارى در رابطه�ى 

  
SZ = −4 3 + 4

2π
3

+ 3
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 8π
3

− 2 3

در ادامه، همانند روش اول، دستگاه معادلات را حل مى�كنيم

و مقدار 
  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4  را مى�يابيم.3

ÂuÝ ‘Ë—
از تقارن موجود در شكل استفاده مى�كنيم و مى�دانيم مـجـمـوع

، به�علاوه�ى مسـاحـت مـثـلـثFHB و EHCمساحت قـطـاع�هـاى 
4   برابر است با EFHمتساوى�الاضلاع  − y ) مقدارyهمان مساحت 

 است).٥قسمت هاشورخورده در شكل 

 متساوى�الاضلاع است، پـس انـدازه�ى هـرFEHچون مثـلـث 
 درجه است. در اين�صورت، متمم�هـاى زاويـه�هـاى٦°زاويه�ى آن 

  F1 و   E1 درجه هستند. پس مساحت قطاع�هاى نام�برده را٣° برابر 
مى�يابيم:

  
SFBH = SEHC = π

3

GH  چون طبق قضيه�ى فـيـثـاغـورس  =  است، مساحـت3
. بنابراين:3   نيز برابر است با EFHمثلث متساوى�الاضلاع 

  
4 − y = 2π

3
+ 3 ⇒ y = 4 − 2π

3
− 3

 مى�توان نوشت:١حال طبق شكل 

  
y + x = 4 − π ⇒ x = − π

3
+ 3

 به�دست مى�آيد كه برابر است با:zو در�نهايت مساحت 

  

8π
3

− 2 3

١با تمام اين يافته�ها، مساحت قسمت هاشور�خورده در شكـل 
به�دست مى�آيد:

  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4 3

Â—UNÇ ‘Ë—
از تقارن موجود در شكل استفاده مى�كنيم و مى�دانيم مانند شكل

 تشكيل شده است از مساحـت يـك لـوزى وz، مساحت قسمـت ٦
).  براى يافتن مـسـاحـت٦مساحت چهار قطاع اطـراف آن (شـكـل 

 كه مساحتش ربع مساحتEGHلوزى، ابتدا از مثلث قائم�الزاويه�ى 
لوزى است، داريم:

EH   شعاع دايره اسـت، پـس EHچـون  =  و لذا از قضـيـه�ى2
فيثاغورس به�دست مى�آوريم:

  GH2 = EH2 − EG2 = 4 −1= 3 ⇒ GH = 3

پس نصn قطر بزرگ لوزى به�دست مى�آيد. در اين�صورت
)١                                                          (  KH = 2GH = 2 3
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= 1

2
× 4 × π

3
= 2π

3
بنابراين، F به مركز EFH مساحت قطاع 

 كه يكى از چهار قطاع اطراف لوزى است، برابرEHمساحت قطاع 
است با:

)٢                                      (
  
SEH = 2π

3
− S

EFH
Δ = 2π

3
− 3

 به�صـورت زيـرz، مساحت قـسـمـت ٢ و ١با توجـه بـه روابـط 
محاسبه مى�شود:

  
4SEH = 2 3 + 4

2π
3

− 3⎛
⎝

⎞
⎠

=z مساحت لوزى 

پـس 
  
z = 8π

3
− 2 . حال مى�توانـيـم از روابـط مـوجـود در3

 اقدام كنيم. بـعـد ازy و xروش اول، نسبت به محاسبه�ى مـقـاديـر 
مـحـاسـبـه، مـقـدار مـسـاحـت قـسـمـت هـاشـور�خـورده بــرابــر بــا

  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4  به�دست خواهد آمد.3

r−MÄ ‘Ë—
در اين روش نيز مانند روش�هاى قبل، تمام مسئله، يافتن مقدار

z است. يك راه ديگر براى يافتن مقـدار z:به اين�صورت است كه 
 نام�گذارى شدهECF كه در شكل زيـر Eمساحت ربع دايره به مركز 

 و سطحEGH و مثلـث EHCاست را بيابيم و مساحت�هاى قـطـاع 
GFH.را از آن كم كنيم 

براى اين منظور داريم:
)�- مساحت ربعEGH + مساحت مثلث EHC(مساحت قطاع 

GFHدايره = مساحت سطح 

پس:

  
SGFH = π − 3

2
+ π

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 2π
3

− 3
2

 بنابراين:

  

1
4

z = 2π
3

− 3
2

⇒ z = 8π
3

− 2 3

 را محاسبه مى�كنيم. بعد ازy و xحال مانند روش اول، مقادير 

مـحـاسـبـه، مـقـدار مـسـاحـت قـسـمـت هـاشـور�خـورده بــرابــر بــا

  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4  به�دست خواهد آمد.3

rAý ‘Ë—
 از قضيه�ى كسينوس�ها استفادهzمى�توانيم براى محاسبه�ى مقدار 

 را در نظر بگيريد. مى�خواهيم مانندKEH، مثلث ٨كنيم. در شكل 
روش چهارم، از مساحت لوزى و چهار قطـاع اطـراف آن اسـتـفـاده
كنيم. ولى اين�بار براى پيدا كردن قطر بـزرگ لـوزى، بـه قـضـيـه�ى

 متساوى�الاضلاع استEFHكسينوس�ها متوسل مى�شويم. مثلث 
١٢° برابـر KEHو طبق تقارنى كه در مسئلـه وجـود دارد، زاويـه�ى 

درجه خواهد بود.

KH2  حال داريم:  = EK2 + EH2 − 2EK.EH.cos120oو 

  
KH2 = 4 + 4 − 2 × 2 × 2 × 1

2
= 12 ⇒ KH = 2 3

 كه يكى از چهار قطاع اطراف لوزىEHهم�چنين مساحت قطاع 
است، به روش زير محاسبه مى�شود:

  
= 1

2
R2(α − sin α) = 1

2
× 4 × π

3
− sin

π
3

⎛
⎝

⎞
⎠

مساحت قـطـعـه�ى

EH

                
  
= 2π

3
− 3

2  بنابراين مساحت لوزى برابر با  z و مساحت تمام قسمت 3

برابـر بـا 
  
+4SEH = 2 3 + 4

2π
3

− 3⎛
⎝

⎞
z  مـسـاحـت لـوزى= ⎠

خواهد شد. حال مى�توانيم مانند قسمت�هاى قبل به�محاسبه�ى مقادير
x و yبپردازيم و بعد از محاسبه�ى اين مقادير، مـسـاحـت قـسـمـت 

هاشور�خورده مساوى 
  
2y + z = 8 + 4π

3
− 4  به�دست مى�آيد.3

شقى.جمه�ى عادل ارى. ترهى از رياضى�دانان شورو، گروگزيده مسائل هندسهبر. ١
سا.ات رانتشار
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