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ضـابـطـه�ى تـابـع درجــه�ى دوم در حــالــت كــلــى بــه�صــورت
  y = ax2 + bx + c.است 

a  . اگر ١ ، آن�گاه نمودار تابع يك مينى�مـم نـسـبـى، و اگـر0<
  a ، نمودار تابع يك ماكزى�مم نسبى دارد.0>

٢ .
  
x = − b

2a
طول اكسترمم نسبـى و  

  
y = 4ac − b2

4a
 عرض

اكسترمم نسبى است.

. خط به معادلـه�ى ٣
  
x = − b

2a
 معادله�ى محور تقارن نـمـودار

تابع است.
y   نمودار تابع با ضابطه�ى y=m. اگر خط ٤ = ax2 + bx + c

،AB وسط C قطع كند، مكان هندسى نـقـطـه�ى B و Aرا در نقاط 

قسمتى از خط 
  
x = − b

2a
 است كه درون كاسه�ى منحنى است.

. شكل كلى اين تابع به صورت�هاى زير است:٥

بعاتـــ رادونم مســــر
افيك و مثلثاتى)گرجه�ى سوم، همووم، دردى �هجـــــدر(

احمد قندهارى●

a <0

x = −
b
2a

a >0

x = −
b
2a
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براى رسم نمودار تابع چنين عمل مى�كنيم:
yx′  الM) ريشه�ى معادله�ى  =  را محاسبه مى�كنيم.0

 صفـرy را محاسبه مـى�كـنـيـم و بـه y صفر مى�دهـيـم و xب) بـه 
ها را محاسبه مى�كنيم.xمى�دهيم، 

y  چنان�چه معـادلـه�ى  = ، ريشه�هاى حقيقى نداشـتـه بـاشـد يـا0
ريشه�هاى آن كسرى يا راديكالى باشد، از نقاط كـمـكـى بـراى رسـم

استفاده مى�كنيم.
ها راxج) جدول تغييرات تابع را تشكيل مى�دهيم. در سطر اول 

 را تعيين علامت مى�كنيم. سپس جدولyx′مى�نويسيم و در سطر دوم 
را كامل مى�كنيم. به كمك جدول و مطالب فوق، نمودار تابع را رسم

مى�كنيم.
 مطلـوب اسـت رسـم جـدول و نـمـودار هـريـك از.١مسـئـلـه�ى

تابع�هاى به معادله�هاى زير:
  1)  y = x2 − 4x + 3

yx′  طول نقطه�ى مينى�مم نسبى = 2x − 4 = 0⇒ x = 2

  x = 0⇒ y = 3  ,  y = 0⇒ x2 − 4x + 3 = 0⇒ x = 1 ,  x = 3

  x → ±∞ ⇒ y → +∞  ,  x = 2 ⇒ y = 4 − 8 + 3 = −1

  2)  y = 2x2 − 4x −1

yx′   طول مينى�مم نسبى = 4x − 4 = 0⇒ x = 1

  x = 0⇒ y = 1

y  از حل معادلـه�ى  =  صرف�نظر مى�كنيـم، زيـرا جـواب�هـاى0
y′  معادله�ى  =  راديكالى است. براى بهتر رسم كردن منحنى، دو0

- در سمت١ و ° در سمت راست جواب مشتق و دو عدد ٣و٢عدد 
هاى كمكى مى�نويسيم.xچپ جواب مشتق به�عنوان 

x → ±∞ ⇒ y → +∞

  
3)  y = − x2

2
− x +1

yx′   طول نقطه�ى ماكزى�مم نسبى = −x −1= 0⇒ x = −1

  x = 0⇒ y = 1

x → ±∞ ⇒ y → −∞

y   در تابع با ضابطـه�ى .٢مسئله�ى = ax2 + bx + c،a ،bو c

)١ها را در نقطه�اى به عرض (yرا چنان بيابيد كه نمودار تابع، محور 
) اكسترمم نسبى تابع باشد.١-و١قطع كند و نقطه�ى (

A(0,1)   هاy نقطه�ى تقاطع منحنى با محور حل:

,M(1   نقطه�ى اكسترمم نسبى −1)

        
در معادله�ى تابع

  A(0,1) ⎯ →⎯⎯⎯ 1= 0+0+ c ⇒ c = 1

  
x = − b

2a
= 1⇒ b = −2a
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y = 4ac − b2

4a
= −1⇒ 4a − b2

4a
= −1⇒ −4a = 4a − b2

  ⇒ b2 − 8a = 0⇒ 4a2 − 8a = 0⇒ 4a(a − 2) = 0 ,  a ≠ 0

  ⇒ a − 2 = 0⇒ a = 2  ,  b = −2a ⇒ b = −4

ÂuÝ ÈÅtł—œ lÐUð —«œuL� rÝ—
y  اين تابع در حالت كلـى بـه�صـورت  = ax3 + bx2 + cx + d

است.
yx′  . اگر معادله�ى ١ =  دو ريشه�ى حقيقى متمايز داشته باشد،0

نمودار تابع يك ماكزى�مم نسبى و يك مينى�مم نسبى دارد كه نقطـه�ى

عطM بـه�طـول 
  
x = − b

3a
 در وسط آن�ها قرار دارد و مـركـز تـقـارن

نمودار تابع است.

yx′  . اگر معادله�ى ٢ =  ريشه�ى حقيقى مضاعM داشته باشد،0
آن ريشه طول نقطه�ى عطM است و نمودار تابع، نقاط اكسترمم نسبى

ندارد.

yx′  . اگر معادله�ى ٣ =  ريشه�ى حقيقى نداشته باشد، بـاز هـم0
منحنى تابع نقاط اكسترمم نسبى دارد.

yx′  براى رسم نمودار تابع درجه�ى سوم، ابتدا معادله�ى  =  را0
yx′  حل و ريشه�هاى آن را محاسبه مى�كنيم. چنان�چه معادلـه�ى  = 0

y′′  ريشه�ى حقيقى نداشته باشـد، از ريـشـه�ى  =  به�عنوان نقـطـه�ى0
y′′  اصلى منحنى استفاده مى�كنيم. البتـه ريـشـه�ى  =  طول نقطه�ى0

عطM است. سپس مانند تابع درجه�ى دوم حل را ادامه مى�دهيم.
مطلوب است رسم جدول و منحنى نمايش تغييرات هـرمسئله:

يك از تابع�هاى به معادله�هاى زير:
  1)  y = x3 − 3x −1

طول�هاى اكسترمم نسبى
   ′yx = 3x2 − 3 = 0⇒ x2 = 1⇒ x = 1

  x = 0⇒ y = −1 ,  x → ±∞ ⇒ y → ±∞

  2)  y = −x3 + 3x2 − 2

طول�هاى اكسترمم نسبى
  ′yx = −3x2 + 6x = 0⇒ −3x(x − 2) = 0⇒ x = 0 ,  x = 2

x → ±∞ ⇒ y → m∞

  x = 0⇒ y = −2
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x  معادله ريشه�ى مضاعM دارد، پس  =  طول نقطه�ى عطM است.1

  3)  y = (x −1)3

  ′yx = 3(x −1)2 = 0⇒ x = 1

x → ±∞ ⇒ y → ±∞

yx′  معادله�ى  =  ريشه�هاى حقيقى ندارد.0

  4)  y = −x3 − x

  
′yx = −3x2 −1= 0⇒ x2 = − 1

3

  ′yx = −6x = 0⇒ x = 0

x → ±∞ ⇒ y → m∞

pO�«dÖuL¼ lÐUð —«œuL� rÝ—
ضـابـطـه�ى تـابـع هـمـوگـرافـيـك در حـالـت كـلـى بـه صــورت

y = ax + b
cx + d

 ،  c ≠  است. نمودار اين تابع يك مجانب قـائـم بـه0

xمعادله�ى  = − d
c

y و يك مجانب افقى به معـادلـه�ى  = a
c

 دارد.

yx′  اگر  yx′   صعودى و اگر ً، تابع اكيـدا0<  نزولىً، تابع اكيـدا0>
است.

O′محل تلاقى مجانب�ها يعنى نقطـه�ى  (− d
c

,
a
c

 مركز تقارن(

منحنى است. براى رسم جدول تغـيـيـرات و نـمـودار تـابـع، ابـتـدا
معادله�هاى مجانب�هاى قائم و افقى را به�دست مـى�آوريـم و سـپـس

′yxرا محاسبه مى�كنيم. براى رسم دقيق نمودار، در دست داشـتـن 

A

C

B E

D

x

y

x

y

A B C D E

+∞

+∞

∞-

0′y x
_

∞-

+0
-1      0      1      2      3

2     -2      0      2      -2

_ + _ _

y

A

B C
x

E

D

-8

x

y

A B C D E

+∞

+∞

∞-

0′y x +

∞-

-1      0     1      2       3

+++ ++

-8     -1      0      1      8

yA

B

C
D

E

x

2

-2

10

x

y

A B C D E

+∞∞-
′y x

_ _ _ _ _ _
-2     -1      0      1      2

10     2      0     -2     -10+∞ ∞-

′o

′y <0

′o

′y x >0



م  
جده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى

مار
ش

 �١
ييز

پا
١٣٨

٧

٥٦

متو
سطه

يك نقطه از منحنى كافى است. زيرا محل تلاقى مجـانـب�هـا مـركـز
تقارن منحنى است. جدول تغييرات را تشكيل مى�دهيم و پس از آن

نمودار تابع را رسم مى�كنيم.
 جدول تغيـيـرات و نـمـودار هـريـك از تـابـع�هـاى.١مسـئـلـه�ى 

با�ضابطه�ى زير را بيابيد.

  
1)  y = 2x +1

2x −1

معادله�ى مجانب قائم

  
y → ±∞ ⇒ 2x −1= 0⇒ x = 1

2
 : مجانب قائم

معادله�ى مجانب افقى

  
x → ±∞ ⇒ y = 2

2
⇒ y = : مجانب افقى1

  
y = 0⇒ 2x +1= 0⇒ x = − 1

2
x   و  = 0⇒ y = −1

  
′yx = −4

(2x −1)2 <0

  
2)  y = 2x

x +1

معادله�ى مجانب قائم
  y → ±∞ ⇒ x +1= 0⇒ x =  : مجانب قائم1−

معادله�ى مجانب افقى

  
x → ±∞ ⇒ y = 2

1
⇒ y = : مجانب افقى2

  
′yx = 2

(x +1)2 x   و 0< = 0⇒ y = 0

y

A

B

y =1

x =
1
2

′o

′A

x

y در تابع با ضابطه�ى .٢مسئله�ى  = ax + b
cx + d

، اگر نمودار تابع

O′  از مبدأ مختصات بگذرد و نقطه�ى   مركز تقارن نمودار تابع(1,2)
باشد، معادله�ى تابع را بيابيد.

                                                        حل:
در معادله�ى تابع

  
O(0,0) ⎯ →⎯⎯⎯ 0= b

d
⇒ b = 0

  
y = a

c
= 2 ⇒ a = 2cمجانب افقى و :

  
x = − d

c
= 1⇒ d = −cمجانب قائم :

  
c ≠ 0⇒ y = 2x

x −1
 و

  
y = ax + b

cx + d
⇒ y = 2cx +0

cx − c
⇒ y = 2cx

c(x −1)

vðU¦K¦� ÈÅtDÐU{ÅUÐ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL� rÝ—
yx′  الM) معادلـه�ى  =  را حل مى�كنيم و جواب�هـاى آن را در0

بازه�ى داده شده محاسبه مى�كنيم.
ب) مختصات نقاط تقاطع نمودار تابع را با محورهاى مختصات

به�دست مى�آوريم.
ج) جدول تغييرات تابع را تشكيل مى�دهيم و پس از تكميل آن،

نمودار تابع را در بازه�ى داده شده رسم مى�كنيم.
 مطلوب است رسم جدول و نمودار هر�يك از تابع�هاىمسئله:

به معادله�هاى زير:

  1)  y = sin2 x − sin x             0≤ x ≤ 2π

  ′yx = 2cos x sin x − cos x = 0⇒ cos x(2sin x −1) = 0

  
cos x = 0⇒ x = 2kπ ± π

2
⇒ x = π

2
,
3π
2

  
2sin x −1= 0⇒ sin x = 1

2
= sin

π
6
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y
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⇒
x = 2kπ + π

6
⇒ x = π

6

x = 2kπ + π − π
6

⇒ x = 5π
6

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  2π ⇒ y = sin20− sin = x     يا   0 = 0

  

y = 0⇒ sin2 x − sin x = 0⇒ sin x(sin x −1) = 0

⇒ sin x = 0⇒ x = kπ

  
⇒ x = 0, π,2π,  sin = 1⇒ x = 2kπ + π

2
⇒ x = π

2

  2)  y = cos2 x + cos x − 2 0≤ x ≤ 2π

  ′yx = −2sin x cos x − sin x = 0⇒ − sin x(2cos x +1) = 0

  

sin x = 0⇒ x = kπ ⇒ x = 0, π,2π,

2cos x +1= 0⇒ cos x = − 1
2

  
cos x = cos

2π
3

⇒ x = 2kπ ± 2π
3

⇒ x = 2π
3

,
4π
3

  2π ⇒ y = cos20+ cos0− 2 = 1+1− 2 = x    يا  0 = 0

y  مجموع ضرائب صفر است  = 0⇒ cos2 x + cos x − 2 = 0

غيرممكن 
  
⇒

cos x = 1

cos x = −2
⎧
⎨
⎩

  cos x = 1⇒ x = 2kπ ⇒ x = 0,2π
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اعداد جالب رياضى
١٠٢×١٠٢=١٠٤٠٤
٢٠١×٢٠١=٤٠٤٠١

١٠٣×١٠٣=١٠٦٠٩
٣٠١×٣٠١=٩٠٦٠١

به مربع اعداد هم توجه كنيد.
١٠٣٢=١٠٦٠٩

٣٠١٢=٩٠٦٠١

١١٢٢=١٢٥٤٤

٢١١٢=٤٤٥٢١

١٣٢=١٦٩

١٤٢=١٩٦

١١٣٢=١٢٧٦٩

٣١١٢=٩٦٧٢١

١٢٢٢=١٤٨٨٤

٢٢١٢=٤٨٨٤١

١٥٧٢=٢٤٦٤٩

١٥٨٢=٢٤٩٦٤

٩١٣٢=٨٣٣٥٦٩

٩١٤٢=٨٣٥٣٩٦

١٣+٥٣+٣٣=١٥٣

٣٣+٧٣+٠٣=٣٧٠

٣٣+٧٣+١٣=٣٧١

٤٣+٠٣+٧٣=٤٠٧

٤٨٢+٥٣٢+٦٢٢=٨٤٢+٣٥٢+٢٦٢


