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چكيده:
در مقاله�ى حاضر، پنج برهان براى «قضيه�ى همرسى سه ميانه�ى
مثلث» مى�نويسيم. مطالعه�ى اين مقـالـه بـراى دانـش�آمـوزان سـودمـنـد
است. برهان�هاى اول، دوم و سوم اثـر نـگـارنـده اسـت. بـرهـان�هـاى

چهارم و پنجم را از كتاب�هاى هندسه نقل مى�كنم.
 سه ميانه�ى هر مثلث از يك نقطه مى�گذرند (بـه عـبـارتقضيه:

ديگر همرس�اند).
برهان اول:

M را به نقطه�ى A را كه رأس AM و ميانه�ى ABC مثلث ال@)

 وصل مى�كنـد، درنـظـر مـى�گـيـريـم. مـى�گـويـيـمBCوسط ضـلـع 
 وMB=MC برابرند، زيرا AMC و AMBمساحت�هاى دو مثلث 

 دارند.AHبه�علاوه، دو مثلث ياد شده يك ارتفاع 
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 را در نظر مى�گيريم.P نقطه�ى دل�خواه AM روى ميانه�ى ب)
 برابرند (بنابر حكمPMC و PMBمى�گوييم مساحت�هاى دو مثلث 

 برابرند.PAC و PABالE). پس مساحت�هاى دو مثلث 

، بسيار نـزديـك بـهAM را روى ميانـه�ى P اكنون نقـطـه�ى پ)
، مساحت دو مثلـثP نقطـه�ى ِ مى�گيريم. در اين وضـعAنقطـه�ى 

PAB و PAC بسيار به صفر نزديك است. نقطه�ى Pرا روى ميانه�ى 
AM به سوى نقطـه�ى M حركت مى�دهيم. با حركت نقطـه�ى Pبـه 

 به تدريجPAC و PAB، مساحت�هاى دو مثلـث Mسوى نقطه�ى 
  مى�رسد، مساحت�هـاىM به نقطه Pزياد مى�شوند. وقتى نقطه�ى 

 مى�شوند. پسABCدو مثلث ياد شده برابر نصE مساحت مثلث 

ىســمرهــ
لثثــــمــــ ى�نهايـــ مهســـ 
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 وجود دارد، به طورى كه:A′ نقطه�اى چون AMروى ميانه�ى 
A′مـسـاحـت مـثــلــث ABمـسـاحـت مــثــلــث� =′A CAمـسـاحــت =�

A′مثلث BC

 فقط يك نقطه وجودABC اكنون مى�گوييم كه داخل مثلث ت)
SCA و SAB ،SBCدارد، به طورى كه مساحت�هاى سه مثـلـث 

مساوى باشند.
 راS، نقطه�ى ABCبراى اثبات چنين مى�گوييم: داخل مثلـث 

 وSAB ،SBCدرنظر مى�گيريم، به طورى كه مساحت سه مثـلـث 
SCAمساوى باشند (بنابر آن�چه در سطرهاى پيشين گفتيم، چنـيـن 

Tنقطه�اى وجود دارد). اگر نقـطـه�ى  ≠ Sنقطه�اى داخل مـثـلـث ،
ABC باشد، آن�گاه مساحت�هاى سه مثلث TAB ،TBC و TCA

نمى�توانند مساوى باشند، زيرا مساحت يكى از اين مثلث�ها يا دو تا
 كمتر مى�شود (در دو مثلثABCاز آن�ها از يك سوم مساحت مثلث 

 اين مطلب به وضوح معلوم است).٣الE و ب در شكل

از مطالب ياد شده نتيجه مى�شود، سه ميانه�ى مثلث بر يـك نـقـطـه
مى�گذرند و جاى نقطه�ى برخورد سه ميانه چنان است كه اگر از آن نقطه

به سه رأس مثلث وصل كنيم، سه مثلث هم�مساحت به�دست مى�آيد.

 را درنظر مى�گـيـريـم.AM و ميـانـه�ى ABC مثـلـث برهـان دوم:
 است، به طورى كه:P مكان هندسى نقاطى چون AMمى�گوييم خط 

)١             (PAB = مساحت مثلث PACمساحت مثلث 
(اين حكم در اوايل برهان اول ثابت شده است).ميانه�ى مربوط

 مكان هندسـىBN مى�ناميم. مى�گويـيـم خـط BN را ACبه ضلـع 
 است، به طورى كه:Qنقاطى چون 

)٢            (QAB = مساحت مثلث QBCمساحت مثلث 

 نشان مى�دهيم. ازS را با BN و AMمحل برخورد دو ميانه�ى 
) نتيجه مى�شود:٢) و (١دو رابطه�ى (

)٣              (SAC = مساحت مثلث SBCمساحت مثلث 
 قرار دارد.CL روى ميانه�ى S نتيجه مى�شود كه نقطه�ى ٣از رابطه�ى 

 ايـن بـرهـان در كـتـاب «هـنـدسـه�ى تـحـلــيــلــىبـرهـان ســوم:
).٦٩ و ٦٨چند�محورى»، اثر نگارنده، آمده است (صفحه�هاى 

 اين برهان در كتاب�هاى هندسه چنين بيـان شـدهبرهان چهارم:
 را در نظر مى�گيريـم وCN و BM و دو ميانه�ى ABCاست: مثلث 

 وسط�هاى دو ضلعMN مى�ناميم. خـط Gنقطه�ى برخورد آن�ها را 
AB و AC را به هم وصل مى�كند، پس مـوازى ضـلـع BCاست و 

 است. پس دو مثلثMN دو برابر طول پاره�خط BCطول پاره�خط 
GMN و GBC.متشابه�اند 

از تشابه دو مثلث ياد شده نتيجه مى�شود:
GC
GN

= GB
GM

= BC
MN

BC  و چون  = 2MN :پس ،  GC = 2GN و   GB = 2GM.
 مى�ناميم. بنابرk را BM و ميانه�ى ALنقطه�ى برخورد ميانه�ى 

برهانى كه هم�اكنون ياد كرديم، تساوى زير محقق است:
  kB = 2kM

  منطبقG بر نقطه�ى kاز تساوى اخير نتيجه مى�شود كه نقطه�ى 
است. پس سه ميانه�ى هر مثلث از يك نقطه مى�گذرند.

وا» را به�كار مى�بريم.ِ قضيه�ى «سبرهان پنجم:
 به ترتيب بـر اضـلاعP و N و M اگر سه نقطـه�ى قضيه�ى سـوا:

BC ،AC و AB مثلث ABCطورى قرار داشته باشند كه رابطـه�ى 
 همرس�انـد وCP و AM ،BNزير برقرار بـاشـد، آن�گـاه سـه خـط 

برعكس.

  

MB
MC

.
NC
NA

.
PA
PB

= −1

)MB و MC اندازه�هاى جبرى بردارهاى MB
 → و MC

 →روى 
 هستند. جهت اين محور دل�خواه است،BCمحورى منطبق بر خط 

MBزيرا مقدار نسبـت 
MC

 بستگىBC محور منطبق بر خـط ِ به جهت

 محورهايى اختيار و توضيحات اخير راAB و CAندارد. بر دو خط 
تكرار مى�كنيم.)

 باشند، چـنـيـنABC ميانه�هـاى مـثـلـث CP و AM ،BNاگر 
داريم:

PA = −PB   و   NC = −NA     و MB = −MC

) صدق مى�كنند، پس١اندازه�هاى شش مقدار اخير در رابطـه (
سه ميانه�ى هر مثلث همرس�اند.
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