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همان�گونه كه در يكى از شماره�هاى پيشين مجله�ى برهان متذكر
شديم، مسابقات رياضى مـدارس آمـريـكـا در دو سـطـح مـتـفـاوت

 بـرگـزار مـى�شـود.(AIME) و پيـشـرفـتـه (AHSME)مـقـدمـاتـى 
 به مرحله�ى المپياد ريـاضـى دعـوتAIMEبرگزيدگان مسـابـقـه�ى 

مى�شوند. در اين شماره و شماره�ى آينده، سؤالات مسابقه�ى رياضى

AIME آمريكا همراه با راه�حل آن�ها را ارائه مى�دهيم.١٩٨٣ سال 
 سؤال بوده است.١٥تعداد سؤالات آزمون 

qzU��  —u


 عددى مثبت باشد،w، و ١ بزرگ�تر از z و y و x. فرض كنيد ١

قىشنگ شرجمه و تألي�: هو تر�
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�١٩٨٣ى رياضى آمريكا ـ هبقامس
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به�طورى كه:

  logxyz
w = logy   و 12

w = logx   و 40
w = 24

logzمقدار 
w.را به�دست آوريد 

f  . فرض كنيد: ٢ (x) = x − p + x −15 + x − p −15،
>0  بـه�طــورى كــه  p  را بــه ازاىf(x). مـيـنـى�مــم مــقــدار 15>

  p ≤ x  به�دست آوريد.15≥
. حاصل�ضرب ريشه�هاى معادله�ى زير را به�دست آوريد:٣

  x
2 +18x + 30= 2 x2 +18x + 45

. يك ماشين�افزار به شكلى شبـيـه يـك دايـره�ى بـرش�خـورده٤
٦ ،�AB سانـتـى�مـتـر، 50  به�صـورت زيـر اسـت. شـعـاع دايـره 

 قائمه است. مربعABC سانتى�متر و زاويه�ى ٢ ،�BCسانتى�متر، 
 تا مركز دايره را (با واحد سانتى�متر) به�دست آوريد.Bفاصله�ى 

 و مجموع٧. فرض كنيد مجموع مربعات دو عدد مختلط مساوى ٥
x باشد. بيشترين مقدار حقيقى ١°مكعبات آن�ها  + yچيست؟ 

an  . فرض كنيد ٦ = 6n + 8n باقى�مانده�ى تقسيم .  a83را بر 
 به�دست آوريد.٤٩

 نفر از شواليه�هاى آرتورشاه دور مـيـزگـرد هـمـيـشـگـى�٢٥. ٧
٣ نفر از آن�ها انتخاب شده�اند ـ شانس هـر ٣ ١خودشان نشسته�انـد.

نفر از اين جمع براى انتخاب يكسان بـوده اسـت ـ تـا بـراى بـه قـتـل
 احتمال آنpرساندن يك اژدهاى مزاحم اعزام شوند. فرض كنـيـد 

p نفر، كنار هم نشسته باشند. هرگـاه ٣ نفر از اين ٢باشد كه لااقل 

به�صورت يك كسر تحويل�ناپذير نوشته شود، مجـمـوع صـورت و
مخرج آن چيست؟

. بزرگ�ترين عامل اول دو رقمى عدد صحـيـح ٨
  
n =

200

100






چيست؟
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. از قضيه�ى ١
  
logb

a = 1
loga

b:استفاده مى كنيم 

  
logw

x = 1
24

 ,   logw
y = 1

40
 ,   logw

xyz = 1
12

  
⇒ logw

x + logw
y + logw

z = 1
12

⇒ 1
24

+ 1
40

+ logw
z = 1

12

  
⇒ logw

z = 1
60

⇒ logz
w = 60

x  . بـه سـادگـى روشــن اســت كــه ٢ − p  و درنـتـيــجــه:0≤

A

CB
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x − p = x − pو   x −15 x   و 0≥ −15 = 15 − xو 
  x <15 + p :بـــــــــنـــــــــابـــــــــرايــــــــــن .  x − p −15  و0≥

  x − p −15 = 15 + p − x:از آن�جا .
  f (x) = x − p +15 − x +15 + p − x = 30− x

 به�دست مى�آيد:x به ازاى ماكزيمم f(x)و مينيمم 
  min f = 30−15 = 15

٣                                                               .  x
2 +18x + 30= t

  ⇒ t = 2 t +15 ⇒ t2 = 4t + 60⇒ t2 − 4t − 60= 0

t  غيرقابل قبول   = ⇒   يا 6− (t −10)(t + 6) = 0⇒ t = 10

⇒  (چرا؟)                                                x2 +18x + 30= 10

  ⇒ x2 +18x + 20= 0

 است.٢°و حاصل�ضرب ريشه�هاى معادله�ى اخير مساوى 
. مسئله را به روش تحميلى حل مى�كنيم. دايره را مطابق شكل٤

در يك دستگاه مختصات قرار مى�دهيم، به�طـورى كـه مـركـز آن در
 باشد. با توجـه بـهA(u,v)مبدأ مختصات باشد. فرض مـى�كـنـيـم 

,B(u  اطـلاعـات مـســئــلــه،  v − C(u   و (6 + 2, v −  اسـت و(6
x  معادله�ى دايره به صورت 

2 + y2 = A و C خواهد بود. چون 50

u  روى دايـــره هـــســـتـــنــــد، بــــنــــابــــرايــــن: 
2 + v2 =  و50

  (u + 2)2 + (v − 6)2 =  راv و u و از اين دو مـعـادلـه مـقـاديـر 50
به�دست مى�آوريم:

y

x

A(u,v)

C(u +2,v −6)
B(u,v −6)

o
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u2 + v2 = 50

u2 + v2 + 4u −12v = 10⇒ 4u −12v = −40







  ⇒ u − 3v +10= 0⇒ u = 3v −10⇒ v2 + (37 −10)2 = 50

  v = ⇒      يا   5 v2 − 6v + 5 = 0⇒ v = 1

⇒    يا  (5,5)   (u, v) = (−v,1)

 وA(5,5)   در ناحيه�ى اول مختصـات اسـت، پـس Aو چون 
  B(5,  از مـركـز دايـره بـرابـر اسـت بــا:B و مـربـع فـاصـلــه�ى (1−

  oB2 = 26

 فرض مى�كنيم. طبق مفروضـات مـسـئـلـهy و x. دو عدد را ٥
داريم:

  x
2 + y2 = 7  ,  x3 + y3 = 10

xبا فرض  + y = s و xy = p:خواهيم داشت 

  
p = s2 − 7

2
s   و 

3 − 3sp = s   و 10
2 − 2p = 7

  
⇒ s3 − 3s(

s2 − 7
2

) = 10⇒ s3 − 21s + 20= 0

  ⇒ s3 − s − 20s + 20= 0⇒ s(s −1)(s +1) − 20(s −1) = 0

  ⇒ (s −1)(s2 + s − 20) = 0⇒ (s −1)(s − 4)(s + 5) = 0

  Max(s) = s   و 4 = s   يا 5− = ⇒   يا 4 s = 1

. از بسط دو�جمله�اى نيوتون استفاده مى�كنيم:٦

  a83 = 683 + 883 = (7 −1)83 + (7 +1)83

    
= 783 −

83

 1





782 +

83

 2





781−L+

83

82





7 −1+

    
783 +

83

 1





782 +

83

 2





781+L+

83

82





7 +1

    
= 2 783 +

83

 2





781+L+

83

82





7







    
= 2 × 49 781 +

83

 2





779 +L+

83

80












+14 × 83

  ⇒ a83 = 49k +1162 ⇒ a83 ≡
49

1162 ≡
49

35

 شواليه دور ميزگردn. بهتر است مسئله را در حالت كلى كـه ٧
 سه�تايى مى�توان انتخابnباشند، حل كنيم. ابتدا توجه مى�كنيم كه 

كرد كه هر سه نفر كنار هم نشسته باشند (كافى است هر نفر را درنظر
بگيريم و در جهت حركت عقربه�هاى ساعت، او و دو نفر مجاورش

 سه�تايى خواهيم داشتnرا يك سه�تايى فرض كنيم. در اين صورت 
كه هر سه كنار هم باشند). سپس بايد سه�تايى�هايى را بشمـاريـم كـه
فقط دو نفر آن�ها همسايه�ى هم باشند. به اين منظور فرض مى�كنيم،

A و B دو شواليه�ى مجاور باشند. اگر C و Dدو نفر كنارى ديگـر 
 باشندB و Aآن�ها باشند، تمام سه�تايى�هايى را مى�خواهيم كه شامل 

n   نباشند. بنابراين D و Cو شامل هيچ�يك از  −  سه�تايى مى�توان4
به اين صورت تشكيل داد. با درنظر گـرفـتـن هـمـه�ى دوتـايـى�هـاى

n(n  به�همين شكل، نتيجه مى�گـيـريـم كـه  −  سه�تايى هم بـه ايـن(4
صــــــــــورت وجــــــــــود دارد. بــــــــــنــــــــــابــــــــــرايــــــــــن:

  n(A) = n + n(n − 4) = n(n −  و بــديـــهـــى اســـت كـــه:(3

  
n(s) =

n

3




:لذا .

  

p(A) = x(A)
x(s)

= x(n − 3)
n

3






= 6(8 − 3)
(x −1)(x − 2)

و در اين حالت خاص:

  
p = 6 × 22

24 × 23
= 11

46
⇒11+ 46 = 57

. مى�توانيم بنويسيم:٨

    

200

100






= 200!

(100!)2 = 101×102 ×103×L×200
1× 2 × 3×L×100

    
= 101×103 ×105×L×199

1× 2 × 3×L×50
× 250

حال باكمى دقت درمى�يابيم كه صورت اين كسر بـر مـخـرج آن
بـخـش�پـذيـر و بـرابـر بـا يـك عـدد صـحـيـح اسـت. ولـى بـا شــرط

    
A = 101×103 ×105×L×199

1× 2 × 3×L×50
A واضح است كـه صـورت 

شامل هيچ عدد زوجى نيست و لذا در صورت اين كسر نمى�توان دو
برابر يك عدد اول دو رقمى را داشت. پس به دنبـال سـه بـرابـر يـك

3p  عـدد اول دو رقـمـى مـى�گـرديـم؛ يـعـنــى  ≤ . درنـتـيـجــه200

  
p < 200

3
 و بزرگ�ترين عدد اولى كه در اين شرط صدق مى�كـنـد،

  p = 183   است. در واقع: 61 = 3 ×  و لذا بزرگ�ترين عـامـل61
 است.٦١اول دو رقمى اين عدد، 

د».گراليه�هاى ميزشاه و شوتورف «آره به كتاب معرو. اشار١
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