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«تفاضلات تقسيم شده»
 «تفاضلات پيشرو»
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}anتعري�: اگر  }n≥ jى هر دو انديس� دنباله�اى باشد كه فاصله
   باشد، يعنى: hمتوالى آن 

an{ }n≥ j
:a j , a j+h , a j+2h , ...

آن�گاه:
 

تفاضل پيشرو مرتبه�ى صفرم

  

ai                                    :∆0ai = ai

ai                                    :∆nai = ∆n−1ai+h − ∆n−1ai   ,  i = j, j + h, j + 2h







 

امnتفاضل پيشرو مرتبه�ى 

  در حالت خـاص، اگـر 
an{ }n≥0يك دنباله باشد بـا جـمـلات 

    ( j = 0 ,  h = 1)a0, a1, a2,K:گاه�، آن

تفاضل پيشرو مرتبه�ى صفرم

    

ai                                    :∆0ai = ai

ai                                    :∆nai = ∆n−1ai+1 − ∆n−1ai  ,  i = 0,1,2, 3,K





 امnتفاضل پيشرو مرتبه�ى 

t�bI�

بــه�نــام خــدايــى كــه مــجــمــوعــه�ى
نعمت�هايش ناشمار است و آن�چه نصـيـب
آفريـده�هـايـش مـى�كـنـد، دنـبـالـه�اى اسـت
صعودى و بى�پايان. در اين مقاله بيان شده
است كه با در دست داشتن چنـد جـمـلـه از
جملات يك دنباله و با فرض آن�كه ضابطه�ى
دنباله يك چند جمله�اى باشد، مى�تـوانـيـم
جمله�ى عمومى دنباله را بـيـابـيـم. بـه ايـن

منظور دو روش بيان شده است:
: اسـتـفـاده از تــفــاضــلاتروش اول

پيشرو. اين روش هنگامى قـابـل اسـتـفـاده
است كه چند جمله�ى دنباله را به ترتـيـب،

 در ميـانjيك در ميان، دو در مـيـان و… و 
داشته باشيم.
: استفاده از تفاضلات تقسيمروش دوم

شده. اين روش هـمـيـشـه و بـه خـصـوص
هنگامى قابل استفاده است كه فاصله�ى بين

انديس جملات داده شده برابر نباشد.

، جـدول تـفـاضــلات پــيــشــروى دنــبــالــه١ جــدول.١مـثــال
,a0     است، با فرض آن�كه جملات با ٢و١و٢و٥و١٠…و a1, a2,K

نام�گذارى شده باشند.

، تفاضلات پيشروى مرتبه�ى دوم دنباله، ثابت١: در مثالنتيجه
و تفاضلات مرتبه�ى سوم به بعد آن صفر است.
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}anاگــــــر در دنــــــبـــــــالـــــــه�ى  }n≥ j ،) بــــــراىk > p(

  ∆
pa j ≠ 0, ∆ka j = به�عبارت ديگر تفاضلات پيشروى مرتـبـه�ى( 0

p ى عمومى دنبـالـه�}anام دنباله ثابت باشد)، آن�گاه جمله  يك،{
 به�صورت زير است:pجمله�اى درجه�ى 

)١فرمول(

    
an = a j + ∆a j

θ
1







+ ∆2a j

θ
2







+L+∆pa j

θ
p







      θ = n − j
h

در ايـــن فـــرمــــول 
    

θ
p







= θ(θ −1)(θ − 2)L(θ − p +1)
p!

است. در ضمن فرض بر اين است كه فاصله�ى انديس�هـاى هـر دو
j باشد و انديس جمله�ى اول دنباله�ى hجمله�ى متوالى دنباله برابر و 

باشد.
}anدر حـالــت خــاص، اگــر جــمــلات دنــبــالــه�ى   را بــا{

    a0, a1, a2,K :نـمـايـش دهــيــم، داريــم   j = 0 ,  h = . لـذا:1
θ = n.

پس:

)    ٢فرمول(
    
an = a0 + ∆a0

n

1






+ ∆2a0

n

2






+L+∆pa0

n

p






 با٢و٥و٨و١١ جمله�ى عمومى دنباله�اى با جملات ….٢مثال
 و ثابت بودن تفاضلات پيشروى مـرتـبـه�ى اول آن٢توجه به جـدول

  
an = a0 + ∆a0

n

1






= 2 + 3n(n  خواهد بود.(0≤

 جــمــلــه�ى عــمــومــى دنــبــالـــه�اى بـــا جـــمـــلات.٣مــثـــال
,a0    . بـا فـرض آن�كـه جـمــلات بــا ٢و١و٢و٥و١٠…و a1, a2,K

 به شكل زير٢ و فرمول ١نام�گذارى شده باشند، با توجه به جـدول
به�دست خواهد آمد:

  
a0 = 2, ∆a0 = −1, ∆2a0 = 2 ⇒ an = 2 −1

n

1






+ 2
n

2






⇒

  an = n2 − 2n + 2(n ≥0)

طبق ضابطه به�دست آمده:
   a0 = 2, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 5, a4 = 10

جــمــلــه�ى عــمــومــى دنــبــالـــه�اى بـــا جـــمـــلات. ٤مــثـــال
,a1    ، با فرض آن�كه جملات با ٢و١و٢و٥و١٠…و a2,Kگذارى� نام

 به شكل زير بـه�دسـت١ و فرمـول١شده باشند، با توجـه بـه جـدول 
j  خواهد آمد. داريم:  = 1 ,  h = ،θ به�جاى ١ . لذا در فرمول 1

  n  قرار مى� دهيم. خواهيم داشت:1−

  
an = a1 + ∆a1

n −1

1






+ ∆2a1

n −1

2






⇒ an = 2 −1
n −1

1






+

  
2

n −1

2






= n2 − 4n + 5   (n ≥1)

جمله�ى عمومى دنباله�ى. ٥مثال
و٢ و وو١ و وو ٢ و  و و ٥ وو  و ١٠…و

را به�دست مى�آوريم. در واقع مى�خواهيـم جـمـلـه�ى عـمـومـى
دنباله�اى را به�دست آوريم كه جملات آن را دو در ميان مى�دانيـم و:

    a2 = 2, a5 = 1, a8 = 2, a11 = 5, a14 = 10,K

 را بــــا٢و١و٢و٥و١٠پــــس جــــمــــلات دنــــبــــالــــه�ى… و
    a2, a5 , a8 , a11, a14 ,Kكنيم. اگر بخواهيم مستقيما�ً نام�گذارى مى

h   استفاده مى�كنيم، بـا تـوجـه بـه آن�كـه ١از فرمـول = j  و 3 = 2،

داريم: 
  
θ = n − 2

3
. لذا:

  

an = a2 + ∆a2

n − 2
3

1













+ ∆2a3

n − 2
3

2













⇒

  
an = 2 − n − 2

3
+ 2 ×

n − 2
3







n − 2
3

−1





2!
=

  
an = n2

9
− 10

9
n + 34

9

در غير اين�صورت، با توجه به قاعده�ى لغـزانـدن حـدود كـافـى

، n، به�جاى ٣است، در فرمول به�دست آمده در مثـال
  

n − 2
3

 قـرار

دهيم.
اينك ببينيم اگر فاصله�ى انديس�هاى جملات دنباله برابر نباشد،

چگونه مى�توان جمله�ى عمومى دنباله را يافت.
a(ln     اگر تعري�: ){ }:a(l0), a(l2),K, a(ln ),Kيك دنباله 

باشد،
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تفاضل تقسيم�شده�ى مرتبه�ى صفرم

  

a(li )                                                 :Ri
0 = a(li )

a(li )                                                 :Ri
n = Ri+1

n−1 − Ri
n−1

Li+n↓
 − Li↓










نكته�ى قابل توجه آن است كه چون امكان دارد انديس�هاى
 نمايش دهيم، باiجملات هم فاصله نباشند، به�جاى آن�كه آن�ها را با 

Li.ايم� نمايش داده
  در حالت خاص، اگـر 

an{ }n≥0يك دنباله باشد، با جـمـلات 

    a0, a1, a2,K

تفاضل تقسيم شده مرتبه صفرم

 
  

ai                                                 :Ri
0 = ai

ai                                                 :Ri
n = Ri+1

n−1 − Ri
n−1

n







 امnتفاضل تقسيم شده مرتبه 

، جـدول تـفـاضــلات تــقــســيــم دنــبــالــه٣ جــدول .٦مـثــال
,a0     است، با فرض آن�كه جملات با ٢و١و٢و٥و١٠…و a1, a2,K

نام�گذارى شوند.

  است، زيرا طبق نام�گذارى:i همـان Liدر اين مثال، انديس 
    L0 = 0,  L1 = 1,  L2 = 2,L.

، تفاضلات تقسيم�شده�ى مرتبه�ى دوم دنبـالـه٦ در مثالنتيجه:
ثابت است.

، جدول تفاضلات تقسـيـم شـده�ى دنـبـالـه�ى٤ جدول.٧مثـال
,a1     است، با فرض آن�كه جملات با ٢و١و٢و٥…و a5 , a7 , a8 ,L

نام�گذارى شوند.

  هيچ�يك از تفاضلات تقسيم شده�ى مرتـبـه�ى٧ در مثالنتيجه:
اول و دوم ثابت نيست، ولى مى�توان جملات بعد را چنان انتخـاب

كرد كه تفاضلات تقسيم�شده�ى مرتبه�ى سوم ثابت باشد.
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اگر در دنباله�ى
     R0

P ≠ 0,  R0
K = 0(K > P).a(L0), a(L1), a(L2),L

ام دنباله�ى ثابتp(به�عبارت ديگر، تفاضلات تقسيم شده مرتـبـه�ى 
}anباشد)، آن�گاه جمله�ى عمومى دنبالـه�ى  ، يك چند جمله�اى{

 به صورت زير است:pدرجه�ى 

٣فرمول

    

an = a(L0) + R0
1(n − L0) + R0

2(n − L0)(n − L1)+L

+R0
P (n − L0)(n − L1)L(n − Lp−1)

، با فرض آن�كه٢و١و٢و٥و١٠جمله�ى عمومى دنباله�ى . ٨مثال
,a0    جملات با  a1, a2,Lگذارى شده باشند، با توجه به جدول�٣ نام

به شكل زير است:
داريم:

  L0 = 0,  L1 = 1,  L2 = 2,  a(L0) = 2,  R0
1 = −1,  R0

2 = 1

پس:

  an = 2 −1(n −0) +1(n −0)(n −1) = n2 − 2n + 2   n ≥0

 است.٣كه همان جواب به�دست آمده در مثال

و   و و ١و ٢و٥ جمله�ى عمومى دنبالـه�ى …و.٩مثال
 را به�دست مى�آوريم. در واقع مى�خواهيم ضابطه�ى دنباله�اى را٢و

a1  به�دست آوريم كـه:  = 2,  a5 = 1,  a7 = 2,  a8 = . در اين5
 استفاده١مثال، چون انديس�ها هم فاصله نيستند، نمى�توان از فرمول

 و با فرض٤ بهره گرفت. با توجـه بـه جـدول٣كرد و بايد از فرمـول
 يك چندanثابت بودن تفاضلات تقسيم�شده�ى مرتبه�ى سوم دنباله، 

 است كه:٣جمله�اى درجه�ى 

  

L0 = 1,  L1 = 5,  L2 = 7,  L3 = 8,  a(L0) = 2,

R0
1 = −1

4
,  R0

2 = 1
8

,  R0
3 = 17

168

پس:

  

an = 2 − 1
4

(n −1) + 1
8

(n −1)(n − 5) + 17
168

(n −1)(n − 5)(n − 7)

 با فرض آن�كه ضابطه�ى يك دنباله چند جمله�اى باشـد ونتيجه:

  Ri
3

  Ri
2

  Ri
1

  a(Li ) = ai = Ri
0Lii

٢٠٠)١-٢/(١=-١)١-)-١/((٢=٠١
١١١)٢-١/(١=١)٣-١/(٢=٠١

٢٢٢)٥-٢/(١=٣)٥-٣/(٢=١
٥٣٣)١٠-٥/(١=٥

١٠٤٤

  
Ri

3 = Ri+1
2 − Ri

2

Li+3 − Li

  

5
6

− 1
8

8 −1
= 17

168

  
Ri

2 = Ri+1
1 − Ri

1

Li+2 − Li

  

1
2

− (− 1
4

)

7 −1
= 1

8

  

3 − 1
2

8 − 5
= 5

6

  
Ri

1 = Ri+1
0 − Ri

0

Li+1 − Li

  

1− 2
5 −1

= − 1
4

  

2 −1
7 − 5

= 1
2

  

5 − 2
8 − 7

= 3

  a(Li ) = Ri
0

٢

١

٢

٥

Li

١

٥

٧

٨

i

٠

١

٢

٣

٣جدول

٤جدول 


