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 چند مى$شود، بلافاصلـه٢+٣از هر كسى سؤال كنيد: حاصـل 
. اگر دوباره از همان شخص بپرسيد: آيا مـى$تـوان بـه٥مى$گويـد: 

 عمل ديگرى انجام داد و در اين٣ و ٢جاى عمل جمع، بين دو عدد 
صورت، حاصل چه مى$شود، با كمى تأمل پاسخ مى$دهد، به جاى
عمل جمع، مى$توان عمل ضرب را بين دو عدد قـرار داد و آن را بـه

 مى$شود.٦ نوشت كه حاصل آن برابر با ٢×٣صورت 
اگر اين سؤال را دوباره تكرار كنيد، مـمـكـن اسـت بـگـويـنـد،
عمل$هاى تفريق و تقسيم را هم مى$توان بين اين دو عدد انجـام داد.

درنتيجه خواهيم داشت:
٢-٣-=١

  
2÷ 3 = 2

3

حال اگر همان سؤال قبلى را دوباره تكرار كنيم كه: آيا مى$توان
 عمل ديگرى را انجام داد؟ ناگهان طرف مقابل پاسخ خواهد٣ و ٢بين 

ما فقط چهار عمل اصـلـى را روى اعـداد بـه�كـار مـى�بـريـم وداد كـه: «
»عمل ديگرى را نمى�شناسيم!

حق با اوست. در اين مقاله سعى خواهيم كرد كه مفهوم عـمـل
بين دو عدد (يا دو عضو يك مجموعه) را بيان كنيم. سپس به غير از
چهار عمل اصلى، عمل$هاى ديگرى را بين دو عضو يك مجموعـه
تعريa مى$كنيم تا شما نيز بتوانيد، خودتان عمليات ديگرى را بـيـن

اعضاى يك مجموعه تعريa كنيد.
قبل از اين$كه وارد بحث اصلى شويم، سؤالى ديـگـر را مـطـرح

 وقتىًمى$كنيم كه انگيزه$ى اصلى از نگارش اين مقاله است. معمولا
اين سؤال را در كلاس درس از دانش$آموزان مى$پرسيم، نسبت به آن
اظهار بى$اطلاعى مى$كنند. قبل از پاسخ به اين سؤال، ابتدا بايد چند
مفهوم را برايشان شرح دهيم تا ديد دانش$آموزان نسبت به عمل بيـن

دو عضو يك مجموعه، باز شود. حال اين شما و اين هم سؤال!

øtÇ vMF¹ lLł

 انجام داديم و گفتيم حاصل آن٣ و ٢يعنى اين عمل جمع كه بين 
 مى$شود. چه معنى دارد؟ براى پاسخ$گويى بـه ايـن سـؤال، ابـتـدا٥

مفهوم تابع را بيان مى$كنيم.

lÐUð ÂuNH�

،ديريكـلـهتكامل مفهوم تابع حدود دو قرن به طول انـجـامـيـد. 
$م) در اواسـط قـرن نـوزدهـم،١٨٠٥-١٨٥٩رياضـى$دان آلـمـانـى (

 تابعىyتعريa امروزى تابع را به صورتى روشن بيان كرد و گفت: «
a در بازه$ى xاز متغير  < x < b است؛$به شرطى كه هر مقـدار xاز 

 متناظر باشد؛ البته اين تناظرyاين بازه، با مقدار معين و مشخص از 
مى$تواند به هر ترتيب دل$خواهى باشد.»

پيش از اين تعريa، براى نخستين بار، مقدار متغير (تـابـع) در
فـــرمــــاقـــرن هـــفـــدهـــم و در نــــوشــــتــــه$هــــاى هــــنــــدســــى 

، رياضى$دان فرانسوى، مطـرح شـد.دكارت$م) و ١٦٠١-١٦٥٥(

 چيست؟
 مير شهرام صدر�

جمع
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براى مثال، دكارت در كتاب هندسه$ى خود، مفهوم تابع را به عنوان
«تغيير عرض درنتيجه$ى تغيير طول» بررسى مى$كند.

-١٧٤٨ (يـــــوهـــــان بـــــرنـــــولــــــىدر قـــــرن هـــــجــــــدهــــــم، 
$م) ديدگاه جديـدى را نـسـبـت بـه تـابـع مـطـرح مـى$كـنـد. او١٦٦٧

مى$گويد: «تابع دستورى است كه مقدار يك متغير را با مقدار متغير
ديگر درنظر مى$گيرد.»

f، نمـاد$يوهان برنولـى، شاگـرد لئونـاردا ويـلـر، ١٧٤٨در سال 

(Function)را براى تابع درنظر گرفت و آن را از ديدگاه تحليلى به 
اين صورت مطرح كرد:

«تابع يك متغير عبارت است از يك عبارت تحليلى كه به نحوى
از اين مقدار متغير و از عددها يا مقدارهاى ثابت تشكيل شده است.»
همان$طور كه ملاحظه كرديد، تعريa تابع به صورت امـروزى
بين رياضى$دانان رايج نبود، بلكه همه$ى آنان تصوير ذهنى مشتركى
از اين مفهوم داشتند. بهتر است براى بيان مفهوم تابع، از آن تصور

ذهنى استفاده كنيم و مانند آن$ها با مفهوم تابع درگير شويم.
اين تصور چنين بود كه تابع مانند يك ماشين عمل مى$كنـد؛ بـه

 از خروجىy را از ورودى مى$گيرد و تنها يك مقدار xطورى كه يك 
بيرون مى$دهد. پس مى$توان ابتدا از مدل زير براى بيان مفهوم تابـع

استفاده كرد:

 انجام مى$دهد، مى$توان عـمـلx عملـى را روى fچون ماشيـن 
 نمايش داد. بنابراين مى$توان در خروجىf(x) را با xانجام$شده روى 

 استفاده كرد.f(x) از نماد yبه جاى 

اكنون به اين سؤال پاسخ مى$دهيم كه جمع يعنى چه؟
تابعى مانند ماشين زير را درنظر بگيريد؛ به طورى كه از ورودى

 وارد ماشين مى$شوند. سپس ماشين عملى بـهx2   و x1  آن دو عدد 
x1   انجام مى$دهد. عمل انجام شده روى x2   و x1  نام جمع را روى 

f   را با نماد x2  و  (x1, x2) يا   + (x1, x2).نمايش مى$دهيم 
x1  از خروجى ماشين عددى بيرون مى$آيد كه حاصل جمع  + x2

است.

 را وارد ماشين كنيم، در خروجى٣ و ٢براى مثال، اگر دو عدد 
 را ملاحظه خواهيم كرد.٥عدد 

  f (2, 3) = +(2, 3) = 2+ 3 = 5

اين ماشين را تابع جمع يا ماشين جمع مى$ناميم.
 را درنظر بگيريد. اگر هر دو عـددN|مجموعه$ى اعداد طبيعى 

 وارد ماشين جمع شوند، آن$گاه از خـروجـى يـكx2   و x1  طبيعـى 
x1  عدد طبيعى بيرون مى$آيد كه برابر با  + x2است. درنتيجه، عمل 

 يـك تـابـع اسـت. يـعـنـى بـراى هـرN|جـمـع روى مـجـمـوعــه$ى 
  (x1x2) ∈|N×|N يك عدد طبـيـعـى بـه صـورت ،  (x1 + x2) ∈|N

N|وجود دارد كه متناظر با آن است. بنابراين، تابع جـمـع را روى 

مى$توان به صورت زير نوشت:

  

+:|N×|N →|N

+(x1, x2) = x1 + x2





    

f (1,1) = +(1,1) =1+1= 2

f (1,2) = +(1,2) =1+2 = 3

M

f (2,5) = +(2,5) = 2+ 5 = 7

f (3,6) = +(3,6) = 3 + 6 = 9

M

 يك عمل دوتايىN|به طور كلى، تابع جمع را روى مجموعه$ى 
، به ازاى هر زوج مرتب ازAمى$ناميم. عمل دوتايى در مجموعه$ى 

Aمجموعه$ى  × A ضابطه$ى تابع) عضوى منحصر(، طبق دستور
 را مشخص مى$كند.Aبه فرد از 

v¹UðËœ qLŽ

f:A هر تابع تعري,: × A → A را يك عمل دو$تايى روى A

 از(x,y)، به هر زوج مرتب A روى fمى$گوييم. يعنى عمل دو$تايى 
A × A عضو منحصر$به$فرد ،z = f (x, y) از A.را نسبت مى$دهد 

A   مجموعه$ى مثال: = −1,0,1{  را درنظر بگيريد:{
 يك عمل دو$تايى است؟Aالa) آيا عمل ضرب معمولى روى 

 يك عمل دو$تايى است؟Aب) آيا عمل جمع معمولى روى 
  f (x1, x2) = x1 + x2

  f (x1, x2)

 )٢ و ٣ (

٥

y=f(x)

x

x

 y

١

  M

٢

٧
١

٩
١٠
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حل:
Aالa) ابتدا  × A:را تشكيل مى$دهيم 

  A × A = −1,0,1{ } × −1,0,1{ }

  = (−1,−1), (−1,0), (−1,1), (0,−1), (0,0), (0,1), (1,−1), (1,0), (1,1){ }
 از(x,y)اكنون عمل ضرب معـمـولـى را روى هـر زوج مـرتـب 

A × A:اعمال مى$كنيم. بنابراين داريم 

    

×(−1,−1) = (−1) × (−1) =1∈A

×(−1,0) = (−1) ×0=0∈A

M                 M

×(1,1) =1×1=1∈A

A از (x,y)ملاحظه مى$كنيم كه براى هر  × A:داريم ،
×(x, y) = x × y = z ∈A

 يك عمل دو$تايى است،Aدر نتيجه، عمل ضرب معمولى روى 
 نسبت به عمل ضرب معمولى بسته است.Aيا مجموعه$ى 

 يك عمل دو$تايى باشد،A اگر عملى روى مجموعـه$ى تذكر:
 نسبت به آن عمل دو$تايى بسته است.Aآن$گاه مجموعه$ى 

ب) براى اين منظور، عمل جمع معمولى را روى هر زوج مرتب
(x,y) از A × A:اعمال مى$كنيم 

  +(−1,−1) = (−1) + (−1) = −2 /∈A

چون به يك مثال نقض رسيديم، پس عمل جمع معمولى روى
A يك عمل دو$تايى نيست. به عبارت ديگر، مجموعـه$ى Aنسبت 

به عمل جمع بسته نيست.

t�öš

 يك عمـلA روى مجموعـه$ى fبراى اين$كه نشان دهيم، تـابـع 
دو$تايى است، مراحل زير را انجام مى$دهيم:

A مجموعه$ى مرحله�ى اول: × A.را تشكيل مى$دهيم 
,x) را روى هر زوج مرتب f تابع مرحله�ى دوم: y) ∈A × A

zاعمال مى$كنيم. در صورتى كه همواره حاصل  = f (x, y)عضوى 
 يك عمل دو$تايى است.A روى f باشد، آن$گاه Aاز 

zاگر حتى يك مـثـال نـقـض پـيـدا شـود كـه تذكـر:  = f (x, y)

 يك عمل دو$تايى نيست.A روى f نباشد، آن$گاه Aعضوى از 
 آيا عمل تفريق و عمل تقسيـم روى مـجـمـوعـه$ى ا عـدادمثـال:

صحيح يك عمل دو$تايى است؟
 يك عمل دو$تايى است، زيرا براى هر زوجZعمل تفريق روى 

,x)مرتب  y) ∈Z × Z:داريم 
f (x, y) = −(x, y) = x − y ∈Z

 يك عمـل دو$تـايـى نـيـسـت، زيـرا:Zاما عـمـل تـقـسـيـم روى 
  (2, 3) ∈Z × Z:؛ در حالى كه

  
f (2, 3) = ÷(2, 3) = 2

3
∉Z

همان$طور كه گفتيم ذكر يك مثال نقض براى رد كردن دو$تـايـى

بودن عمل تقسيم كافى است.
 به نظر شما عمل تقسيـم روى چـه مـجـمـوعـه$اى عـمـلسؤال:

دو$تايى است؟
A   مجموعه$ى .١فعاليـت  = 1,2, 3{  را درنظر بگيريد. يـك{

 تعريa كنيد.Aعمل روى 
A مجموعه$ى مرحله�ى اول: × A.را تشكيل دهيد 

    A × A = (1,1), (1,2),L, (3, 3){ }
A تابعى از مرحله�ى دوم: × A در A:كنيد؛ براى مثال aتعري 

    

(1,1) f → 1

(1,2) f → 1

(1, 3) f → 1

   M        M

(3,2) f → 3

(3, 3) f → 3

fضابطه$ى اين تابع را مى$تـوان بـه صـورت  (x, y) = xدرنظر 
fگرفت. درنتيجه، تابع با ضابطـه$ى  (x, y) = xيك عمل دو$تايى 

 است.Aروى 
A آيا شما مى$توانيد عمل$هاى دو$تايـى ديـگـرى را روى سؤال:

تعريa كنيد؟
N|ديديم كه عمل$هاى جمع معمولى و ضرب مـعـمـولـى روى

N|عمل$هاى دو$تايى هستند. اعمال دو$تايى ديگرى را مى$توان روى 

 و⊗، ⊕، ❍، ∗ آن$ها را با علامت$هـاى ًتعريa كرد كه معمـولا
 مى$تـوانf(x,y)نظاير آن نمايش مى$دهيم. در اين صورت بـه جـاى 

∗(x, y) يا x∗y.را نوشت 
x∗y  براى مثال عمـل  = 2x + y  يكN| روى مجموعه$ى1+

,x)عمل دو$تايى است، زيرا بـراى هـر زوج مـرتـب  y) ∈|N×|N،
2x   اثر مى$كند، حاصل آن يعنـى (x,y) روى ∗وقتى عمل  + y +1

يك عدد طبيعى است.
x  امـا عـمــل  ⊕ y = x − y  يـك عـمـل دو$تـايــىN| روى1+

,2)  نيست؛ زيرا براى زوج مرتب  3) ∈|N×|N مى$توان⊕ طبق عمل 
نوشت:

  ⊕(2, 3) = 2⊕ 3 = 2− 3 +1=0∉|N

,2)  هـمـان$طـور كـه مـلاحـظـه مـى$كـنــيــد  3) ∈|N×|N:امــا ،
  ⊕(2, 3) ∉|N روى⊕. پس عمـل |Nيك عمل دو$تايى نيسـت يـا 

 بسته نيست.⊕مجموعه$ى اعداد طبيعى نسبت به عمل 
 را روى مجموعه$ى اعداد طبيعى به صورت زيـر∗ عمل مثال:

تعريa مى$كنيم:
∗:|N×|N →|N

∗(x, y) = x, y[ ]




∗ اسـت. آيـا x و y هـمـان ك.م.م دو عـدد [x,y]مـنـظـور از 
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 يك عمل دو$تايى است؟N|روى
,x) بله، زيرا براى هر حل: y) ∈|N×|N:داريم 

∗(x, y) = x, y[ ] ∈|N

براى مثال مى$توان نوشت:
  ∗(15,6) = 30∈|N

  ∗(2, 3) = 6∈|N

∗(a, a) = a ∈|N

 مجموعه$ى اعداد گنگ نسبت به عـمـل جـمـع و ضـربمثـال:
معمولى بسته نيست، زيرا براى مثال:

  (1− 2,1+ 2) ∪ Qc × Qc

اين در حالى است كه:
  (1+ 2) + (1− 2) = 2∉Qc

  (1+ 2)(1− 2) =1−2 = −1∉Qc

 آيـا جـمـع و ضـرب مـعـمـولــى روى هــر يــك از.٢فـعـالـيــت 
 عمل$هاى دوتايى هستند؟R| و Z ،Qمجموعه$هاى 

A   فرض كنيم: مثال: = 1,2{ . آيا دو عمل اجتماع و اشتراك{
A (مجموعه$ى همه$ى زيرمجموعه$هـاى Aروى مجموعه$ى توانى 

 نمايش مى$دهيم)، عمل$هاى دو$تايى هستند؟P(A)كه آن را با نماد 
 واضح است كه:حل:

  P(A) = ∅, 1{ }, 2{ }, 1,2{ }{ }
P(A) مرحله�ى اول: × P(A):را تشكيل مى$دهيم 

  P(A) × P(A) = (∅,∅), (∅, 1{ }), (∅, 2{ }), (∅, 1,2{ }{ )

  ( 1{ },∅), ( 1{ }, 1{ }), ( 1{ }, 2{ }), ( 1{ }, 1,2{ })

  ( 2{ },∅), ( 2{ }, 1{ }), ( 2{ }, 2{ }), ( 2{ }, 1,2{ })

  ( 1,2{ },∅), ( 1,2{ }, 1{ }), ( 1,2{ }, 2{ }), ( 1,2{ }, 1,2{ })}
 اكنون اگر هريك از عمل$هاى اجتماع يا اشتراك را درمرحله�ى دوم:

P(A)هر$يك از زوج$هاى مرتب مجمـوعـه$ى  × P(A)،اعمال كنـيـم 
 قرار دارد. بنابراينP(A)ملاحظه خواهيد كرد كه حاصل آن در مجموعه$ى 

 نسبت به عمل$هاى اشتراك و اجتماع بسته است.P(A)مجموعه$ى 
براى مثال:

  ∪( 1{ }, 2{ }) = 1{ }∪ 2{ } = 1,2{ } ∈P(A)

  ∪(∅, 1{ }) = ∅∪ 1{ } = 1{ } ∈P(A)

  ∩( 2{ }, 1,2{ }) = 2{ }∩ 1,2{ } = 2{ } ∈P(A)

  ∩( 1{ }, 2{ }) = 1{ }∩ 2{ } = ∅ ∈P(A)

 عمل$هاى اجتماع و اشتراك را روى بقيه$ى زوج$هاى:٣فعاليت 
P(A)مرتب مجموعه$ى  × P(A).اعمال كنيد 

 مجموعه$ى توانىP(A) مجموعه$ى ناتهى و A فرض كنيم نكته:
A باشد. در اين صورت، عمل$هاى اجتماع و اشتراك روى P(A)

عمل$هايى دوتايى هستند.
 در هر يك از حالت$هاى زير مشخص كنيد، آيا عمل دادهمثال:

شده روى مجموعه$ى مفروض دوتايى است يا خير؟
  S = Z;  a ⊕ b = a + b2 )aال

  
S = Z;  aΟb = a2 +2ab + b2

a − b
ب( 

  S = 1,−2, 3,2,−4{ };  a ⊗ b = b )ج
حل:

                                                        (aال
  

⊕:  Z × Z → Z

⊕  (a, b) = a + b2





,a)براى هر  b) ∈Z × Z:ملاحظه خواهيم كرد 

    
⊕  (a, b) = a ⊕ b = ( a

∈Z
{ + b2

∈Z
{) ∈Z

 دوتايى است.Z روى ⊕درنتيجه عمل 

ب)                                            
  

Ο:  Z × Z → Z

Ο  (a, b) = a2 +2ab + b2

a − b







(3,5−)  براى  ∈Z × Z:ملاحظه خواهيم كرد 

  
Ο  (−3,5) = −3Ο5 = (−3)2 +2(−3)(5) + 52

−3 − 5

                                        
  
= 4

−8
= − 1

2
∉Z

 دوتايى نيست.Z روى Οبنابراين، عمل 

ج)                                                                    
∗:  S × S → S

∗  (a, b) = b





(4−,2)  براى  ∈S × S:داريم ،
  ∗(2,−4) = 2∗(−4) = −4

                                                      = 4∉S

 دوتايى نيست.S روى ∗لذا عمل 
 مجموعه$ى ماتريس$هاى مربعىM2×2   فرض كنيم .٤فعاليت 

 با درايه$هاى حقيقى باشند. بررسى كنيد آيا عمل$هاى جـمـع و٢×٢
 عمل$هاى دوتايى هستند يا خير؟M2×2  ضرب ماتريس$ها روى 

راهنمايى:

  
M2×2 =

a  b

c  d






a, b, c, d ∈R












نشان دهيد:

  

a1  b1

c1  d1









 +

a2  b2

c2  d2

















∈M2×2

  

a1  b1

c1  d1









 ×

a2  b2

c2  d2

















∈M2×2

تا اين$جا متوجه شديم كه به جز چهار عمل اصلى روى اعـداد،
مى$توان عمل$هاى دو$تايى ديگرى را تعريa كرد. اكنون لازم مى$دانيم
شما را با مفهومى ديگر آشنا كنيم. مى$دانيد كه عدد صفر عضو بى$اثر

a  عمل جمع اعداد است؛ يعنى:  +0=0+ a = a.
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 عضو بى$اثر عمل ضرب معمولى١هم$چنين واضح است كه عدد 
a  اعداد است؛ به$طورى كه:  ×1=1× a = a.

اكنون اين سؤال پيش مى$آيد كه عضو بى$اثر عمـل دو$تـايـى زيـر
چيست؟

  

⊕Z × Z → Z

⊕ (a, b) = a + b −1




براى ايـن مـنـظـور، عـضـو بـى$اثـر يـك عـمـل دوتـايـى را روى
 به صورت زير بيان مى$كنيم.Aمجموعه$ى مفروض 

dŁ«ÅvÐ uCŽ

 يك عمل دوتايى باشـد.A روى مجموعه$ى ∗فرض كنيم كـه 
aاگر براى هر  ∈A عضو منحصر به فردى ماننـد ،e ∈Aموجود 

باشد، به$طورى كه:
a∗e = e∗a = a

 روى مجموعه$ى∗ را عضو بى$اثر عمل دوتايى eدر اين صورت 
A.مى$گوييم 

 در نظر بگيريـد.A را روى مجموعه$ى ∗ عمل دوتايـى قضيه:
ثابت كنيد عضو بى$اثر اين عمل دوتايى منحصر$به$فرد است.

 هر دو عضو بى$اثرe2   و e1   (برهان خلa): فرض كنيـم اثبات
فرض خلa). در اين صـورت( باشند A روى مجموعـه$ى ∗عمل 
 است، داريم:∗ عضو بى$اثر عمل e1  چون 
)١                                                         (  e2∗e1 = e1∗e2 = e2

 است. پس داريم:∗ هم عضو بى$اثر عمل e2  از طرفى 
)٢                                                          (  e1∗e2 = e2∗e1 = e1

e1   نتيجه مى$گيريم كـه: ٢ و ١از رابطه$هاى  = e2،درنتيجـه .
 منحصر$به$فرد است.A روى ∗فرض خلa باطل و عضو بى$اثر عمل 

 عضو بى$اثر عمل دوتايى زير چيست؟مثال:

  

⊕Z × Z → Z

⊕ (a, b) = a + b −1




e فرض كنيـم حل: ∈Z.عضو بى$اثر اين عمل دوتايى بـاشـد 
بنابراين داريم:

⊕ (a, e) = ⊕ (e, a) = a

⊕ (a, e) = a ⇒ a ⊕ e = a

)١                  (  ⇒ a + e −1= a ⇒ e =1∈Z

از طرف ديگر:
)٢(

  ⊕ (e, a) = a ⇒ e ⊕ a = a ⇒ e + a −1= a ⇒ e =1∈Z

e   ملاحظه مى$كنيم كه ٢ و ١با توجه به روابط   منحصر$به$فرد1=
 است. براى مثالZ عضو بى$اثر اين عمل دوتايى روى eاست. پس 

ملاحظه مى$كنيم:
  4⊕1= 4+1−1= 4⇒ 4⊕1= 4

  −7 ⊕1= −7 +1−1= −7 ⇒ −7 ⊕1= −7

 عضو بى$اثر+Q آيا عمل تقسيم روى مجموعه$ى اعـداد مثال:

دارد؟
e اگر حل: ∈Q+ عضو بى$اثر عمل تقسـيـم روى Q+،باشد 

آن$گاه داريم:
÷(a, e) = ÷(e, a) = a

)١                (
  
÷(a, e) = a ⇒ a ÷ e = a ⇒ a

e
= a ⇒ e =1

از طرف ديگر:

)٢             (
  
÷(e, a) = a ⇒ e ÷ a = a ⇒ e

a
= a ⇒ e = a2

 ملاحظه مى$كـنـيـم كـه عـضـو بـى$اثـر٢ و ١با تـوجـه بـه روابـط 
 عضو بى$اثر ندارد.+Qمنحصر$به$فرد نيست، پس عمل تقسيم روى 

 عضو بى$اثر عمل دوتايى زير چيست؟مثال:

  

∗Q+ × Q+ → Q+

∗(a, b) = ab
2







e فرض كنيم حل: ∈Q+.عضو بى$اثر اين عمل دوتايى باشد 
بنابراين داريم:

∗(a, e) =∗(e, a) = a

)١                                      (
  
∗(a, e) = a ⇒ ae

2
= a ⇒ e = 2

از طرف ديگر:

)٢                                     (
  
∗(e, a) = a ⇒ ea

2
= a ⇒ e = 2

e   ملاحظه مى$كنيم، ٢ و ١با توجه به روابط  =  منحصر$به$فرد2
 است.+Q روى ∗و عضو بى$اثر عمل 

 عمل دوتايى زير را در نظر بگيريد:مثال:

  

∗:(Z − 1{ }) × (Z − 1{ }) → (Z − 1{ })

∗(m, n) = m + n − mn





الa) عضو بى$اثر اين عمل را بيابيد.
(x∗3)∗2  ب) معادله$ى  =  را حل كنيد.5

حل:
e  الa) فرض كنيم  ∈(Z − 1{ ، عضو بى$اثر اين عمل دوتايى({

باشد. بنابراين داريم:
∗(a, e) =∗(e, a) = a

∗(a, e) = a ⇒ a∗e = a

                                                ⇒ a + e − ae = a

)١                     (  ⇒ e(1− a) =0 a≠1 → e =0

از طرف ديگر:
∗(e, a) = a ⇒ e∗a = a

)٢                         (  ⇒ e + a − ea = a ⇒ e =0

e   نتيجه مى$گيريم كه ٢ و ١از روابط   منحصر$به$فرد است.0=
پس عضو بى$اثر اين عمل دوتايى است.
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(x∗3)∗2  ب)                                                                       = 5

  ⇒ 2∗(3 + x − 3x) = 5 ⇒ 2∗(3 −2x) = 5

  ⇒ 2+ (3 −2x) −2(3 −2x) = 5

  ⇒ 5 −2x − 6+ 4x = 5 ⇒ x = 3

 داراىZ آيا عمل تفاضل (تفريق) روى مجموعه$ى .٥فعاليت 
عضو بى$اثر است؟

 عضو بى$اثر هر$يك از عمل$هاى دو$تايى زير را روى.٦فعاليت 
مجموعه$ى مفروض بيابيد.

 با عمل دوتايـى2×2(M2×2)   مجموعه$ى ماتريس$هـاى ال,)
جمع ماتريس$ها.

 فـرض كـنـيـد راهـنـمـايــى:
  
A =

a1  a2

a3  a4









در صـورتـى كــه ،

  
E =

e1  e2

e3  e4









:عضو بى$اثر عمل جمع ماتريس$ها باشد، داريم 

A + E = E + A = A

 با عـمـل دو$تـايـى ضـرب٢×٢ مجموعـه$ى مـاتـريـس$هـاى ب)
ماتريس$ها.

 را پيدا كنيد.E از رابطه$ى زير ماتريس راهنمايى:

  

a1  a2

a3  a4









 ×

e1  e2

e3  e4









 =

a1  a2

a3  a4











 با عملA يك مجموعه باشد، مجموعه$ى توانـى A هرگاه ج)
اشتراك.

E اگر راهنمايـى: ∈P(A)،عضو بى$اثر عمل اشتراك بـاشـد 
Bبراى هر  ∈P(A) :بايد داشته باشيم ،B∩ E = E ∩ B = B.

اجازه بدهيد در اين قسمت شما را با مفهومى ديگر آشنا كنـيـم.
قرينه$ى)( عضو متقابل a− يك عدد حقيقى باشد، aمى$دانيد كه اگر 

a:نسبت به عمل جمع اعداد است؛ به$طورى$كه 
  a + (−a) = −a + a =0

a  هم$چنين واضـح اسـت كـه بـا شـرط  ، عـدد 0≠
  

1
a

 عضو متـقـابـل

 نسبت به عمل ضرب معمولى اعداد است؛ يعنى:a(معكوس) عدد حقيقى 

  
a × 1

a
= 1

a
× a =1  (a ≠0)

اكنون اين سؤال پيش مى$آيد كه عضو متقابل عمل دو$تايى زير چيست؟

  

⊕Z × Z → Z

⊕ (a, b) = a + b −1




براى اين منظور مفهوم عضو متقابل را به اين صورت بيان مى$كنيم.

qÐUI²� uCŽ

 يك عمل دو$تايى با عضو بى$اثرA روى مجموعه$ى ∗فرض كنيم 
e باشد. اگر براى هر a ∈A عضو منحصر$به$فردى مانند ،′a ∈A

موجود باشد، به$طورى$كه:

a∗ ′a = ′a ∗a = e

∗ نسبت به عمل دوتـايـى a را عضو متقابـل a′در اين صورت 
 مى$گوييم.Aروى مجموعه$ى 

 عمل دوتايى زير را در نظر بگيريد:مثال:

  

∗:|R × |R → |R

∗(a, b) = a + b +2




 عضو بى$اثر اين عمل را بيابيد.ال,)
a عضو متقابل هر عضو مانند ب) ∈|R.را بيابيد 
x∗(3∗2   معادله$ى ج) ′) =  را حل كنيد.3

حل:
 عضو بى$اثر اين عمل باشد، داريم:eاگر ال,) 

a∗e = e∗a = a

)١                             (  a∗e = a ⇒ a + e +2 = a ⇒ e = −2

از طرف ديگر:
)٢                                                           (  e∗a = a ⇒ e = −2

e   ملاحظه مى$كنيم، ٢ و ١با توجه به روابط  =  منحصر$به$فرد2−
و عضو بى$اثر اين عمل دوتايى است.

a عضو متقابل عدد a′ اگر ب) ∈R:باشد، داريم 
a∗ ′a = ′a ∗a = e

)١              (  a∗ ′a = e ⇒ a + ′a +2 = −2⇒ ′a = −4− a

از طرف ديگر:
)٢              (  ′a ∗a = e ⇒ ′a + a +2 = −2⇒ ′a = −4− a

a′   مـلاحـظـه مـى$كـنــيــم، ٢ و ١بـا تـوجـه بــه روابــط  = −4− a

aمنحصر$به$فرد و عضو متقابل عدد  ∈R است.∗ نسبت$به عمل دوتايى 
ج)

  x∗(3∗2 ′) = 3 ⇒ x∗(3 +2−2 ′) = 3

                                                 ⇒ x∗(3 ′) = 3

a′  چـون  = −4− a 3)  ، پس ′) = −4− 3 = . درنتـيـجـه7−
داريم:

  x∗(3 ′) = 3 ⇒ x∗(−7) = 3 ⇒ x + (−7) +2 = 3 ⇒ x = 8

 در هر يك از حالت$هاى زير مشخص كنيد، آيـا عـمـلتمريـن:
داده شده روى مجموعه$ى مفروض دوتايى است يا خير؟ در صورتى

 راaكه عمل دوتايى باشد، عضو بى$اثر و متقابـل هـر عـضـو مـانـنـد 
به$دست آوريد.

  S = Z;  a∗b = ab3 )aال

  
S = Z;  a∗b = a

a2 + b2
ب( 

S = Z;  a∗b = a + b − ab )ج
S = R;  a∗b = a )د

كز نشر دانشگاهى.ان. مرد فرزجمه$ى دكتر مسعود. ترس در جبر مجر. نخستين در١
م نوين.سسه$ى نشر علواده. مؤجمه$ى دكتر على$اكبر عالم$ز. مباحثى در جبر. تر٢
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