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x′دو محـور  ox و ′y oy و خـط OD نيم�سـاز زاويـه�ى xoyرا 
x′ را روى محور A). نقطه�ى دل�خواه ٧درنظر مى�گيريم (شكل ox

 وصل مى�كنيم. نقطه�ى برخوردDدر نظر مى�گيريم و آن را به نقطه�ى 
y′ و محور ADخط  oy را Bمى�ناميم. اندازه�هاى جبرى دو بردار 

OA
OB و →

x′ را روى مـحــورهــاى → x و ′y y بـه تــرتــيــب x و y

x′ از محور Aمى�ناميم. چون به هر نقطه�ى  xيك و تنها يك نقطه از 
y′محور  y نسبت داده مى�شود و برعكس، پس بين دو متغير x و y

رابطه�ى يك به يك
)٥                                                                            (  f (x, y) = 0

 (در مقاله�ى شماره�ى قبل) به صـورت٥وجود دارد. معادلـه�ى 
زير است:

)٦                                                      (  axy + bx + cy + d = 0

 دو عدد حقيقى�انـد، زيـراy و x، ٦توجه شود كـه در رابـطـه�ى 
x′هـر�دو انـدازه�هـاى جـبـرى دو بـردار روى مـحـورهـاى  x و ′y y

y  هستند. بنابراين نبايد چنين تصور شود كه رابطه�ى  = x3رابطه�ى ،
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 تنهاy يك مقدار بدهيم، براى x است و اگر به y و xيك به يك بين 
 يك مقدار نسبت بدهـيـم،yيك مقدار حاصل مى�شود، اما اگر بـه 

 را نسبـت١ عدد y اگر به ً سه مقدار حاصل مى�شـود. مـثـلاxبراى 
x3   سه مقدار حاصل مى�شود، زيرا معادله�ى xبدهيم، براى  = 1،

x  سـه جـواب دارد. يـك جــواب  =  اسـت و دو جـواب ديـگــر،1
x2  جواب�هاى معادله�ى  + x +1=  هستند. دو جواب معادلـه�ى0

 اعـدادy و x، دو متـغـيـر ٦اخير مختـلـط هـسـتـنـد. در مـعـادلـه�ى 
حقيقى�اند، زيرا هر دو اندازه�هاى جبرى دو بردار روى دو محورهاى

′x x و ′y yهستند. با توضيحات ياد شده مى�گوييم كه تنها صورت 
 است.٦، همان معادله�ى ٥براى معادله�ى 
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در شماره�ى قبل چـنـد مـعـادلـه را بـه كـمـك
هندسه حل كرديم. ايـنـك در ادامـه�ى مـقـالـه�ى

قـبــل ابــتــدا دســتــور فــشــرده بــراى مــحــاســبــه�ى

نيم�سـازهـاى داخـلـى و خـارجـى مـثـلـث را بـيـان

معادلات مى�پردازيم.مـى�كـنـيـم. سـپـس بـه حـل هـنــدســه�ى دســتــگــاه

)٧(شكل 
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 را تعيين مى�كنيم:٦اكنون ضريب�هاى معادله�ى 
B منطبق شود، آن�گاه نقطه�ى O بر نقطه�ى A اگر نقطه�ى ال8)

 برابرx، مقدار ٦ منطبق مى�شود. پس اگر در معادله�ى Oبر نقطه�ى 
 مساوى صفر مى�شود. از اين مطلب نتيجهyصفر شود، آن�گاه مقدار 

d  مى�شود كه  =  به صورت زير است:٦ و لذا معادله�ى 0
)٧                                                              (  axy + bx + cy = 0

y′ اگر بر مـحـور ب) y نقـطـه�ى ′Aرا چنان اختيار كـنـيـم كـه 
O ′A = OA باشد و نقطه�ى برخورد خط D ′A را با محور ′x xبه 

′B نمايش دهيم، چنيـن داريـم O ′B = OBنتيجه مى�شـود كـه در 
b، ٦رابطه�ى  = c به٦ است. با توجه به تساوى اخيـر، رابـطـه�ى 

صورت زير است:
)٨                                                            (  axy + b(x + y) = 0

 را مى�توان به صورت زير نوشت:٨رابطه�ى 

)٩                                                                       (
  

1
x

+ 1
y

= − a
b

 بخش كنيم، معادله�ىxy را بر ٨ اگر دو طرف معادله�ى توجه:
 بر٨ حاصل مى�شود. اما بررسى بخش كردن دو طرف معـادلـه�ى ٩

xy بايد xyمخال[ صفر باشد و اين شرط در مسئله�ى موردنظر برقرار 
xy  است. زيرا تسـاوى  =  يا هرy يا x هنگامى محقق مى�شود كـه 0

 هنگامى صفر مى�شودxyدو صفر شوند.در مسئله�ى موردنظر مـا، 
 صفر باشند. امـاOAB از مثلـث OB و OAكه طول�هاى دو ضلـع 

چنين حالتى در مسئله پيش نمى�آيد، زيرا ما مى�خـواهـيـم در مـثـلـث
OAB رابطه�ى بين طول�هـاى دو ضـلـع OA و OBو طول نيم�سـاز 

OD،را حساب كنيم. مثلثى كه طول�هاى دو ضلع آن صفر بـاشـنـد 
معنى ندارد.

−، مقدار ٩ اكنون در معادله�ى پ) a
b

 را حساب مى�كنيم. براى

اين منظور، يك حالت خاص درنظر مى�گيريم. يك حالـت خـاص
OAمناسب آن است كـه  = OBباشد. يك حالت خاص مناسـب 

x′ را روى محور Aديگر آن است كه نقطه�ى  xدر جايى بگيريم كـه 
 مسـاوىOB باشد. در اين حـالـت، مـقـدار Oy موازى DAخـط 

بى�نهايت مى�شود.
OAحالت خاص اول را درنظر مى�گيريم. اگر  = OB،باشد 

 به صورت زير نوشته مى�شود:٩تساوى 

)١٠                                                                       (
  

2
OA

= − a
b

OAدر حالـت  = OB مثـلـث OAD در رأس Aقائـم�الـزاويـه 

مى�شود و چنين داريم:

)١١                                                 (
  

OA = OD

cos
O
2

= b

cos
O
2

 نتيجه مى�شود:١١ و ١٠از دو رابطه�ى 

)١٢                                                                (
  
− a

b
=

2cos
O
2

b

 به صورت زير درمى�آيد:١٢ با رعايت تساوى ٩معادله�ى 

)١٣                                                           (
  

1
x

+ 1
y

=
2cos

O
2

b

 نيم�سـازOD را كـه در آن OAB مثلـث نيم�ساز داخلـى مـثـلـث:
 ـ ال[). در اين مثـلـث،٨داخلى است، درنظر مى�گيريـم (شـكـل 

 به صورت زير درمى�آيد:١٣رابطه�ى 

  

1
OA

+ 1
OB

=
2cos

O
2

OD

 نيم�سـازOE را كه در آن OAB مثلـث نيم�ساز خارجى مثـلـث:
 ـ ب). در اين مثـلـث٨خارجى است، درنظر مـى�گـيـريـم (شـكـل 

 به صورت زير درمى�آيد:١٣رابطه�ى 

  

1
OB

− 1
OA

=
2cos

O
2

OE
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 رأس زاويه�ى قائمه است،A كه ABCدر مثلث قائم�الزاويـه�ى 
 و نيز رابطه�ى بين دوAHرابطه�ى بين دو ضلع زاويه�ى قائمه و ارتفاع 

ضلع زاويه�ى قائمه و نيم�سازهاى داخلى و خارجى را (در اين مقالـه
و شماره�ى قبل) مطرح و اثبات كرديم. اكنون رابطه�هاى ياد شده را

براى حل دستگاه معادلات زير به كار مى�بريـم:

)١٤                                                              (
  

1
x2 + 1

y2 = 1
a2

1
x

+ 1
y

= 1
b










b  اين دستگاه مـعـادلات را در حـالـت   حل مى�كنـيـم. اگـر0<
  b - ضرب مى�كنيم و قرار١ معادله�ى دوم را در ِ باشد، دو طرف0>

x−مى�دهيم:  = X و −y = Y.
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 به صورت زير درمى�آيد:١٤آن�گاه دستگاه معادلات 

)١٥                                                              (
  

1
X2 + 1

Y2 = 1
a2

1
X

+ 1
Y

= 1
b










 است.١٤) مانند دستگاه معادلات ١٥دستگاه معادلات (
، دو محور عمود بر هم١٤براى حل هندسى دستگاه معادلات 

′x ox و ′y oy نقاط برخورد محور٩شكل( را درنظر مى�گيريم .(
′x x دايره�ى O را P و ′P و نقاط برخورد محور ′y y و دايره�ى O

نيم�ساز زاويـه�ى( OL مى�ناميم. نقطه�ى بـرخـورد خـط Q′ و Qرا 
xoy را بـا دايـره�ى (O بـا ،Rنشان مـى�دهـيـم و نـقـطـه�ى بـرخـورد 

 مى�ناميـم.S را Q و P در نقاط Oمماس�هاى رسم شده بر دايـره�ى 
 قرار دارد.OL روى نيم�ساز Sنقطه�ى 

 در جايى اختيار مى�كـنـيـم كـهOL را روى نيـم�سـاز Mنقطـه�ى 

  OM = 2 b 2  مـقــدار ( بـاشـد b بـراى OMبـا تـوجـه بـه دو 

معـادلـه�ى 
  

1
x

+ 1
y

= 1
b و 

  

1
OA

+ 1
OB

= 2
b

 به�دست مـى�آيـد.

) اعداد جبرى�اند.OB و OAيادآورى مى�كنيم كه 
 چهار حالت پيش مى�آيد:OMبر حسب مقدارهاى 

 بـاشـد، يـعـنـىS و R بيـن دو نـقـطـه�ى M اگـر نـقـطـه�ى الـ8)
  a < OM < a  مى�توان دو مماس برM، در اين مورد از نقطه�ى 2

 مى�ناميم. وقـتـىA2B2   و A1B1   رسم كرد كـه آن�هـا را Oدايره�ى 
 نيم�ساز داخلى درOM باشد، خط S و R بين دو نقطه�ى Mنقطه�ى 

 است. در اين حالـتOA2B2   و OA1B1  دو مثلث قائم�الزاويـه�ى 
جواب�هاى دستگاه معادلات چنين�اند:

  

x = OA1

y = OB1

        
x = OA2

y = OB2

هر دو جواب مثبت�اند.
 قرار گيرد، يعـنـى:SL روى نيم�خـط بـاز M اگر نقـطـه�ى ب)

OM > OS در اين صـورت ،  OM > a  و مى�توان از نقطـه�ى2
M دو مماس بر دايـره�ى O رسم كرد كه آن�هـا را   A3B3 و   A4B4

OM  ، وقتى ١٤مى�ناميم. جواب�هاى دستگاه معـادلات  > a 2

باشند، چنين است:

  

x = OA3 >0

y = OB3 <0
        

x = OA4 <0

y = OB4 >0

OM اگـر پ) = a باشد، يعـنـى نـقـطـه�ى M روى دايـره�ى O

 تنها يك مماس بر دايره رسم مى�شود. (وقتـىMباشد، از نقطـه�ى 
 بى�نهايت نـزديـكR به سوى نقطـه�ى RS روى پاره�خط Mنقطـه�ى 

 بى�نهايت به هم نزديك مى�شوند. پسA2   و A1  شود، دو نقطه�ى 
 بى�نهايت به هم نزديك مى�شوند. وقتىMA2   و MA1  دو مماس 

 منطبق شود، مماس مضاع[ داريم.) با اينR بر نقطه�ى Mنقطه�ى 
OMملاحظات، وقـتـى  = a داراى١٤ باشد، دستگـاه مـعـادلات 

جواب مضاع[ زير است:

  

x = a 2

y = a 2

OM   اگر ت) = a  قرارS بر نقطه�ى M باشد، يعنى نقطه�ى 2
گيرد، چنين مى�گوييم:

 بى�نهايت نزديك شود، آن�گاه مقدارS به نقطه�ى Mوقتى نقطه�ى 
  OA1 بى�نهايت به a نزديك و مقدار   OB1بى�نهايت بزرگ مى�شود 

(از حيث قدرمطلق). از روى شكل نتيجه مى�شود:
  
xA1

→ a ⇒ yB1
→ ∞

  
xA2

→ ∞ ⇒ yB1
→ a

 چنين داريم:١٤براى دستگاه معادلات 
x → a

y → ∞
          

x → ∞
y → a

 معادله�ى زير را حل كنيد:مسئله:
a cos x + bsin x = c

c  معادله را بـا فـرض  c   حل مى�كنيـم. اگـر 0<  باشـد، دو0>
- ضرب مى�كنيم تا مقدار سمت راست معادله١طرف معادله را در 

مثبت شود.
 راهنما براى حل است.١٠ شكل راهنمايى براى حل.

u′بر دو محور عمود بر هم  ou و ′v ov به ترتيب دو بردار AO
→

OBو 
 محلC اختيار مى�كنيم. نقطه�ى b و a را با اندازه�هاى جبرى →

 و شعاع به اندازه�ىA و دايره�ى به مركز ABبرخورد دايره�ى به قطر 
C.است 

x اندازه�ى زاويه�ى مقدار جواب معادله: = CAO

ACشرط وجود جواب:  ≤ AB :يعنى ،  c
2 ≤ a2 + b2
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