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انژلاگر
 اين اتحاد را ثابت كنيد:.١١مثال 

  

Arc cos
2x

x2 +1
=

π − Arcsin
x2 −1
x2 +1

 ,   x ∈(−∞, −1)

π + Arcsin
x2 −1
x2 +1

 ,   x ∈ −1,0[ )

−Arcsin
x2 −1
x2 +1

     ,   x ∈ 0,1[ )

Arcsin
x2 −1
x2 +1

        ,   x ∈ 1, +∞[ )


















 ديده مى�شود:اثبات:

  

2x

x2 +1
≤1 ,  

x2 −1
x2 +1

≤1

 حقيقى، توابع:xو به ازاى هر 

  
f (x) = Arc cos

2x

x2 +1
 ,  g(x) = Arcsin

x2 −1
x2 +1

روى محور اعداد پيوسته هستند و داريم:

  

′f (x) = −1

1− (
2x

x2 +1
)2

× (
2x

x2 +1
′)

     
  

= −(x2 +1)

(x2 −1)2
× 2(1− x2)

(x2 +1)2 = 2(x2 −1)

x2 −1(x2 +1)

  

′g (x) = 1

1− (
x2 −1
x2 +1

)2

× (
x2 −1
x2 +1

′) = x2 +1

2 x2
× 4x

(x2 +1)2

         = 2x

x (x2 +1)

اكنون به اين ترتيب عمل مى�كنيم:
,∞−)     در بازه�ى .١ −1)U(0,1) تابع ،F(x) = f (x) + g(x)

را درنظر مى�گيريم. داريم:

  

′F (x) = ′f (x) + ′g (x) = 2(x2 −1)

x2 −1(x2 +1)
+ 2x

x (x2 +1)

x  اگر  ∈(−∞, ، آن�گاه:(1−

  
x2 −1 = x2 −1 ,  x = −x ⇒ ′F (x) = 0

x  اگر  ، آن�گاه:(0,1)∋

  
x2 −1 = −(x2 −1)  ,  x = x ⇒ ′F (x) = 0

⇒ F(x) = c

  
⇒ Arc cos

2x

x2 +1
+ Arcsin

x2 −1
x2 +1

= c

 قرار مى�دهـيـمcدر هر يك از بازه�هاى بالا، بـراى پـيـدا كـردن 

  x = −  و 3
  
x = 1

3
. از آن�جا داريم:

  
F(− 3 ) = Arc cos(− 3

2
) + Arcsin(

1
2

) = π − π
6

+ π
6

= π

⇒ c = π

  
F(

1

3
) = Arc cos

3
2

+ Arcsin(− 1
2

) = π
6

− π
6

= 0

x  پس اگر  ∈(−∞, . آن�گاه:(1−

  
Arc cos

2x

x2 +1
+ Arcsin

x2 −1
x2 +1

= π

x  و اگر  ، آن�گاه:(0,1)∋

  
Arc cos

2x

x2 +1
+ Arcsin

x2 −1
x2 +1

= 0

G(x) تابـع .٢ = f (x) − g(x)را درنظر مى�گيريـم كـه در آن 
    x ∈(−1,0)U(1, +∞)

)٢(

Á—Uý«

در شماره ى قبل قضيه ى لاگـرانـژ و نـتـايـج حـاصـل از آن را
مطرح كرديم. همچنين كاربرد اين قضيه و نتايج آن را در اثبات
اتحادها، نامساوى ها و فرمول هاى مثلثاتى در قالب چنـد مـثـال

ديديد. اينك در پى بقيه ى آن مثال ها را مى آوريم.

ابىاهيم دار ابر�
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G(x) = Arc cos

2x

x2 +1
− Arcsin

x2 −1
x2 +1

  

′G (x) = ′f (x) − ′g (x) = 2(x2 −1)

x2 −1(x2 +1)
− 2x

x (x2 +1)

x  اگر  ، آن�گاه:(1,0−)∋

  
x2 −1 = −(x2 −1)  ,  x = −x ⇒ ′G (x) = 0

x  اگر  ∈(1, ، آن�گاه:(∞+

  
x2 −1 = x2 −1 ,  x = x ⇒ ′G (x) = 0

 ثابت است. يعنى:G(x)پس در بازه�ى مفروض، تابع 

  
Arc cos

2x

x2 +1
− Arcsin

x2 −1
x2 +1

= c

قرار مى�دهيم 
  
x = − 1

3
x   و  = . نتيجه مى�شود:3

  
G(− 1

3
) = Arc cos(− 3

2
) − Arcsin(− 1

2
) = π − π

6
+ π

6
= π

⇒ c = π

  
G( 3 ) = Arc cos

3
2

− Arcsin
1
2

= π
6

− π
6

= 0

x  پس اگر  ، آن�گاه:(1,0−)∋

  
Arc cos

2x

x2 +1
− Arcsin

x2 −1
x2 +1

= π

x  و اگر  ∈(1, ، آن�گاه:(∞+

  
Arc cos

2x

x2 +1
− Arcsin

x2 −1
x2 +1

= 0

x   بـه ازاى .٣ = x   و ±1 =  را حـسـابg(x) و f(x) مقـاديـر 0
مى�كنيم:

  f (−1) = Arc cos(−1) = π  ,  g(−1) = Arcsin0= 0

x  پس به ازاى  = f داريم: 1− (x) = π + g(x):يعنى ،

  
Arc cos

2x

x2 +1
= π + Arcsin

x2 −1
x2 +1

  
g(0) = Arcsin(−1) = − π

2
 ,  f (0) = Arc cos0= π

2

x  بنابراين به ازاى  =  داريم:0

  
f (x) = −g(x) ⇒ Arc cos

2x

x2 +1
= −Arcsin

x2 −1
x2 +1

  f (1) = Arc cos1= 0 ,  g(1) = Arcsin0= 0

x  بنابراين به ازاى  =  داريم:1

  
f (x) = g(x) = Arc cos

2x

x2 +1
= Arcsin

x2 −1
x2 +1

 برقرار است.xبنابراين، اتحاد مفروض به ازاى هر مقدار حقيقى 

 عبارت زير را به صورت حاصل�ضرب بنويسيد:.١٢مثال 

  x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)

 در نظر مى�گيريمx عبارت بالا را به عنوان تابعى از متغير حل:
)y و z:(را مقادير ثابت درنظر مى�گيريم 

  f (x) = x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)

مشتق تابع را حساب مى�كنيم:

  ′f (x) = y2 − z2 − 2xy + 2xz = (y2 − z2) − 2x(y − z)

                = (y − z)(y + z) − 2x(y − z)

               = (y − z)(y + z − 2x)

y)  فرض كنيم  − z)(y + z − 2x) مشتق تابع ديگرى مانند g(x)

باشد:
  ′g (x) = (y − z)((y + z) − 2x)

  ⇒ g(x) = (y − z)((y + z)x − x2)

 در مجمـوعـه�ى اعـداد حـقـيـقـى پـيـوسـتـه وg(x) و f(x)چـون 
مشتق�پذير هستند، و داريم:

′f (x) = ′g (x)

) لاگرانژ (مقاله�ى شماره�ى قبل) داريم:٢پس بنابر نتيجه�ى (
f (x) = g(x) + c

 بستگى داشتهz و y بستگى ندارد، اما مى�تواند به x به cكه در آن 
باشد. داريم:

  x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)

  = (y − z)((y + z)x − x2) + c

x   قرار مى�دهيم cبراى تعيين  = . از آن�جا:0

  c = yz2 − zy2

بنابراين داريم:

  f (x) = g(x) + yz2 − zy2

  ⇒ f (x) = (y − z)((y + z)x − x2) + yz2 − zy2

                     = (y − z)(xy + xz − x2) − yz(y − z)

                                  = (y − z)(xy − x2 + xz − yz)
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                                    = (y − z)(x(y − x) − z(y − x))

                                                  = (y − z)(y − x)(x − z)

از آن�جا نتيجه مى�شود:

  x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)

= (y − z)(y − x)(x − z)

 اين عبارت را ساده كنيد:.١٣مثال 

  (x − y − z)3 + (x + y + z)3 + (z − x − y)3 + (y − x − z)3

 را بهf(x) را به عنوان متغير درنظـر مـى�گـيـريـم و تـابـع x حل:
صورت زير تعريQ مى�كنيم:

  f (x) = (x − y − z)3 + (x + y + z)3 + (z − x − y)3 + (y − x − z)3

 حقيقى پيوسته و مشتق�پذير است. داريم:xاين تابع به ازاى هر 

  ′f (x) = 3(x − y − z)2 + 3(x + y + z)2 − 3(z − x − y)2 − 3(y − x − z)2

  = 3x2 + 3y2 + 3z2 − 6xy − 6xz + 6yz + 3x2 + 3y2 + 3z2

  +6xy + 6xz + 6yz − 3z2 − 3x2 − 3y2 + 6xz

  +6yz − 6xy − 3y2 − 3x2 − 3z2 + 6xy + 6yz − 6xz = 24yz

 باشد:٢٤g(x) مشتق تابعى مانند yzفرض كنيم 
  ′g (x) = 24yz

  ⇒ g(x) = 24yzx

) لاگرانژ (مـقـالـه�ى٢ در شرايط نتـيـجـه�ى (g(x) و f(x)چـون 
شماره�ى قبل) صدق مى�كنند، پس داريم:

)١  (                                                                 f (x) = q(x) + c

 بستگى داشتهz و y بستگى ندارد، اما مى�تواند به x به cكه در آن 
) داريم:١باشد. از تساوى (

  

(x − y − z)3 + (x + y + z)3 + (z − x − y)3 + (y − x − z)3

= 24xyz + c

x   قرار مى�دهيم: cبراى تعيين  = . نتيجه مى�شود:0

  c = −(y + z)3 + (y + z)3 − (y − z)3 + (y − z)3 = 0

⇒ f (x) = g(x)

  

⇒ (x − y − z)3 + (x + y + z)3 + (z − x − y)3 + (y − x − z)3

= 24xyz

lÐUð ÊœuÐ «uMJ¹ “« ÁœUH²Ý«

يكنوا بودن تابع در اين موارد كاربرد دارد:
. حل نامعادله�ها١
. اثبات نامساوى�هاى شامل متغير٢

. اثبات نامساوى�هاى عددى٣
. تعيين تعداد ريشه�هاى معادله٤

اگر تابع در فاصله�اى يكنوا باشد، در آن فاصله صعودى و يا نزولى
است و مشتق در آن فاصله علامت ثابتى دارد. (اگر مشتق مثبت باشد،

تابع در آن فاصله صعودى و اگر منفى باشد، تابع نزولى است.)

 اين نامعادله را حل كنيد:.١٤مثال 

  2 ln(x + 1+ x2 ) + ex − e−x <0

 تابع زير را در نظر مى�گيريم:حل:

  f (x) = 2 ln(x + 1+ x2 ) + ex − e−x

 تعريQ شده، پيوسـتـه وxتابع به ازاى همه�ى مقادير حـقـيـقـى 
مشتق�پذير است و داريم:

  
′f (x) = 2

x + 1+ x2
.(1+ 2x

2 1+ x2
) + ex + e−x

            
  
= 2

1+ x2
+ ex + e−x

 حقيقى مثبت است. بنابرايـن تـابـع درxاين مشتق بـه ازاى هـر 
,∞−)بازه�ى   صعودى است و نمودار آن در بيش از يك نقطه(∞+

نمى�تواند محور طول�ها را قطع كند.
f  چون  (0) = x   پس به ازاى هر 0  داريم:0>

  f (x) < f (0) ⇒ 2 ln(x + 1+ x2 ) + ex − e−x <0

پس ريشه�هاى نامعادله عبارت�انـد از هـمـه�ى اعـداد فـاصـلـه�ى
  (−∞,0).

 اگر .١٥مثال 
  
0< x < π

2
، آن�گاه ثابت كنيد:

  tgx > 3x − 2sin x

f   تابع اثبات: (x) = tgx − 3x + 2sin x را در بازه�ى 
  
(0,

π
2

)

درنظر مى�گيريم و مشتق آن را حساب مى�كنيم:

  
′f (x) = 1

cos2 x
− 3 + 2cos x = 2cos3 x − 3 cos2 x +1

cos2 x

                                        
  

′f (x) =
2(cos x −1)2(cos x + 1

2
)

cos2 x
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به ازاى 
  
0< x < π

2
 مقدار مشتق مثبت است. بنابراين، تابع در

بازه�ى 
  
(0,

π
2

 صعودى است و از آن�جا داريم:(

  tgx − 3x + 2sin x >0

  ⇒ tgx > 3x − 2sin x

>0   اگر .١٦مثال  x1 < x2 ≤ e:آن�گاه ثابت كنيد ،

  x1

1

x1 < x2

1

x2  ,  x1
x2 ≥ x2

x1

e  و اگر  ≤ x1 < x2 :آن�گاه ،  x1
x2 ≥ x2

x1

f تــابــع اثــبــات: (x) = ln x
x

,0)   را در بــازه�ى   درنــظــر(∞+

مى�گيريم كه در آن پيوسته و مشتق�پذير است:

  
′f (x) = 1− ln x

x2

xچون مشتق به ازاى  = e 0   صفر مى�شود و به ازاى< x < e،
  ′f (x) x و به ازاى 0< > e :داريـم ،  ′f (x) f(x)، پس تابـع 0>

,0  در بـازه�ى  e( ,e صـعـودى و در بــازه�ى [ +∞[  نـزولـى اســت.(
>0   دلخواه كه در آن x2   و x1  بنابراين، به ازاى هـر  x1 < x2 ≤ e

f  نامساوى  (x1) < f (x2):برقرار است، يعنى 

  

ln x1

x1

< ln x2

x2

⇒ 1
x1

ln x1 < 1
x2

ln x2

  ⇒ ln x1

1

x1 < ln xx

1

x2

 تابع صعودى است، پس:lntچون 

  x1

1

x1 < x2

1

x2

اگر دو طرف نامساوى 
  

ln x1

x1

< ln x2

x2

x1x2  را در   ضرب كنيم، نتيجه مى�شود:0<

  x2 ln x1 < x1 ln x2 ⇒ ln x1
x2

< ln x2
x1

  ⇒ x1
x2

< x2
x1

e  هم�چنين، اگر  ≤ x1 < x2:آن�گاه ،

  
f (x1) > f (x2) ⇒ ln x1

x1

> ln x2

x2

  x1
x2

< x2
x1 و 

  ⇒ x1

1

x1 > x2

1

x2

cot(˚tg48)   .١٧مثـال  g48˚ و   (tg50˚)cot g50˚را با يكـديـگـر 
مقايسه كنيد.

 ديده مى�شود:حل:

  

cot g48˚= 1

tg
4π
15

     و     
  
tg48˚= tg

4π
15

  

cot g50˚= 1

tg
5π
18

     و     
  
tg50˚= tg

5π
18

  
0< tg

4π
15

< tg
5π
18

< e

اگر قرار دهيم 
  
x1 = tg

4π
15

 و 
  
x2 = tg

5π
18

، آن�گاه بنابر مثال

>0  قبلى، چون  x1 < x2 < e:پس ،

  x1

1

x1 < x2

1

x2

و از آن�جا داريم:

  
(tg

4π
15

)

1

tg
4π
15 < (tg

5π
18

)

1

tg
5π
18

  ⇒ (tg48˚)cot g48˚ < (tg50˚)cot g50˚

 ثابت كنيد:.١٨مثال 
  (1999)2000 > (2000)1999

e   بــه ازاى اثــبــات: ≤ x1 < x2 از نــامــســاوى   x1
x2

< x2
x1

استفاده مى�كنيم. قرار مى�دهيم:
  x1 = 1999  ,  x2 = 2000

داريم:
  e <1999 < 2000⇒ (1999)2000 > (2000)1999

منبع:
، چاپ مسكو.٢٠٠١، سال ٩ه�ى سه» شمار مجله�ى «رياضيات در مدر


