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vðU¦K¦� ÈU¼ÅvMOA�Uł
به علت فراوانى تعداد اتحادهاى مثلثاتى، انتخاب جـانـشـيـنـى

 به راه�حلى بسيار ساده مى�انجامـد. ايـنًمثلثاتى هوشمندانه، غالـبـا
روش در تمام مسائلى كه در ادامه ارائه كرده�ايم، به�كار رفته است.

 هم�چون مسئله�ى زير، توسط صورتًجانشينى مورد بحث، معمولا
و فرم عبارت جبرى مربوطه پيشنهاد مى�شود.

مسئله: تمام جواب�هاى حقيقى دستگاه معادلات زير را بيابيد.
  x

3 − 3x = y

  y
3 − 3y = z

  z3 − 3z = x
x3  در اين�جا حضـور  − 3xفرمول سه�برابر زاويه�ى مربـوط بـه ،

x3  كسينوس�ها را به�خاطر مى�آورد. البته در اين مورد ضريب جلوى 

مفقود است، ولى ما با استفاده از روش دوبرابـر كـسـيـنـوس بـه�جـاى
كسينوس، مواظب آن خواهيم بود، و كار را با يافتن جواب�هاى بـيـن

 آغاز مى�كنيـم.٢- و ٢
x  بـا نـوشــتــن  = 2cos u ،  y = 2cos v ،  z = 2cos wبـا ،
  u, v, w ∈[0, π]:دستگاه به صورت زير در�مى�آيـد ،

  2cos 3u = 2cos v

  2cos 3v = 2cos w

  2cos 3w = 2cos u

cos  با استفاده از فرمـول سـه�بـرابـر زاويـه بـراى  3u و cos v،
معادله�ى اول چنين مى�شود:

  cos9u = cos 3v

با تركيب اين معادله با معادله�ى دوم، به�دست مى�آوريم:
  cos9u = cos w

ىاهـــــــــــدايپــــــــــلما 

يانهـــــــــار با
)١٠(ضىايــــــــر

●

 غلامرضا ياسى�پور



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

 ٤
ان 

ست
تاب

١٣٨
٧

٤ ٣

متو
سطه

:مانند قبل
  cos27u = cos 3w

و معادله�ى سوم، معادله�ى زير را به�دست مى�دهـد:
  cos27u = cos u

،kاين برابرى برقرار است اگر و تنها اگر، به�ازاى عدد صحيح 
داشته باشيم:

  27u = 2kπ ± u

 عبارت�اند از:[π,0]  جواب�هاى واقع در بازه�ى 
  u = kπ /14  ,  k = 0,1,K,14

و:
u = kπ /13  ,  k = 0,1,2,K,12

در نتيجه:
  x = 2cos kπ /14  ,  y = 2cos 3kπ /14  ,  z = 2cos9kπ /14

  k = 0,1,K,14

x  و  = 2cos kπ /13،  y = 2cos 3kπ  و13/
  z = 2cos9kπ k  ، بـا درنـظــر گــرفــتــن 13/ = 0,1,2,K,12،

جواب�هاى دستگاه معادلات داده شده�اند.
3  از آن�جا كه حـداكـثـر × 3 × 3 = به( جـواب وجـود دارد 27

جواب متمايز به�دسـت٢٧درجه�ى دستگاه توجه كنيد) و هم�اكـنـون 
آورده�ايم، اين جواب�ها تمام جواب�هاى مطلوب هستند. اكنون به

مثالى مى�پردازيم كه در آن تابع تانژانت به�كار رفته است.

}xnمسئله: فرض مى�كنيم  }nدنباله�اى باشد كه در برگشتى 

  
xn+1 = 3xn −1

xn + 3
 ,  n ≥1

.صدق مى�كند. ثابت كنيد كه اين دنباله، متناوب يا دورى است
فرمول تانژانت تفاضل را به�خاطر مى�آوريم:

  
tg(a − b) = tga − tgb

1+ tga × tgb

نيز توجه داشته باشيد كه: 
  
tg

π
6

= 1

3
. اگر رابطه�ى برگشتى

مفروض را به�صورت زير بنويسيم:

  

xn+1 =
xn − 1

3

1+ xn
1

3

x1  طبيعى است كه جانشينى  = tgt را، به�ازاى عدد حقيقى t،
x2  انجام دهيم. در اين�صورت:  = tg(t − π / 6)

و به�طور استقرايـى:
  xn = tg(t − (n −1)π / 6)  ,  n ≥1

 اسـت، بـه�دسـتπاز آن�جـا كـه تـانـژانـت، دورى بــا دوره ى 
xn  مى�آوريم:  = xn+6 كه نشان مى�دهد، دنباله�ى مورد نظر داراى 

  است.٦دوره�ى 
d²AOÐ s¹dLð È«dÐ tK¾�� bMÇ

 صادق درx، عدد حقيقى a. به�ازاى چه مقادير پارامتر حقيقى ١

  1− x2 ≥ a − xموجود است؟ 
)، نشان°،١. با مفروض بودن چهار عدد متمايز در بازه�ى (٢

، چنان موجودند كه:y و xدهيد دو عدد از آن�ها، 

  
0< x < 1− y2 − y 1− x2 < 1

2

}xn. دنــــــبــــــالــــــه�ى ٣ }n بــــــه�ازاى هــــــر ،  n ، در1≤

  xn+2 + 2 ≤ xn ≤ x1986   صادق است. جميع مقادير ممكـن 2

را بيابيد.
. جميع جواب�هاى حقيقى دستگاه معادلات زير را بيابيد:٤

  2x + x2y = y

  2y + y2z = z

  2z + z2x = x
. جميع جواب�هاى حقيقى دستگاه معادلات زير را بيابيد:٥

  
x1 − 1

x1

= 2x2

  
x2 − 1

x2

= 2x3

  
x3 − 1

x3

= 2x4

  
x4 − 1

x4

= 2x1

,x. ثابـت كـنـيـد، بـه�ازاى هـر ٦ y ∈Rنابـرابـرى�هـاى زيـر ،
برقرارند:

  
− 1

2
≤ (x + y)(1− xy)

(1+ x2)(1+ y2)
≤ 1

2

}xn، دنـبـالـه�ى x. به�ازاى هر عـدد حـقـيـقـى ٧ }nرا به�طـور 
x1  برگشتى، با استفاده از  = x:و ،

  
xn+1 = 1

1− xn

− 1
1+ xn

، تعريi كنيد.nبه�ازاى هر 
xn  اگـر  = xn+1  بـه�ازاى (، آن�گاه دنباله مـخـتـوم مـى�شـود ±1

تعريi ناشده خواهد بود). چند مورد از چنين دنبالـه�هـايـى پـس از
هشت جمله مختوم مى�شوند؟

. دنباله�ى اعداد حقيقى٨
  a1, a2, a3 ,K

 ،داريم:kداراى اين ويژگى است كه به�ازاى هر عدد صحيح و مثبت 
  ak +1 = (kak +1) / (k − ak )
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ثابت كنيد اين دنباله شامل بى�نهايت جمله�ى مثبت و بى�نهايـت
جمله�ى منفى است.

. با مفروض بودن:٩
  −1≤ a1 ≤ a2 ≤K≤ an ≤1

ثابت كنيد:

  
1− aiai+1 − (1− ai

2)(1− ai+1
2 ) < π 2

2
i=1

n−1

∑
x0  . فرض مى�كنيم ١٠ = ، و:0

  x1, x2,K, xn >0

با توجه به اين�كه داريم:

  
xk = 1

k =1

n

∑
ثابت كنيد:

  

xk

1+ x0+K+xk −1 xk +K+xnk =1

n

∑ < π
2

U¼ÅtK¾�� qŠ
١ .  t ∈ 0, π[ cos را چنان انتخاب مى�كنـيـم كـه [ t = xايـن ،

 تجاوز كنـد.١ نمى�توانـد از xكار امكان�پذير است، زيـرا مـقـدار
داريم:

  1− x2 = sin t

t  ، به�ازاى sintزيرا  ∈ 0, π[ ، مثبت است. در ايـن�صـورت،[
sinنـابـرابـرى� مـورد بـحـث بــه  t + cos t ≥ a.تـبـديـل مـى�شـود 

ماكزى�مم تابع

  
f (t) = sin t + cos t = 2sin

π
4

cos(t − π
4

) = 2 cos(t − π
4

)

,0  در بازه�ى  π[  مجموعـه�ىa است. در نتيجـه، بـرد 2  ، برابـر [
 است.2  جميع اعداد حقيقى نامتجاوز از 

a4   و a1 ،  a2،  a3  . فرض مى�كنـيـم كـه اعـداد مـورد نـظـر ٢

akبـاشـنـد. جـانـشــيــنــى  = sin tk ،t k ∈(0, π /  را درنـظــر(2
 باj و iمى�گيريم. مسئله مى�خواهد اين را نشان دهيم كه دو انديـس 

اين شرط:

  
0< sin t i cos t j − sin t j cos t i < 1

2

موجودند. اما:
sin t i cos t j − sin t j cos t i = sin(t i − t j )

tاى بـاj و iدر نتيجه بايد ثابت كنيـم كـه  i > t j و 
  
t i − t j < π

6

وجود دارند. اين مطلب از اصل لانه�ى كبوتر يا ديريـكـلـه حـاصـل
مى�شود. زيرا دو مورد از چهار عدد مزبور بايد در يكى از بازه�هاى

بالا قرار گيرند:

  0, π / 6( ]  ,  π / 6, π / 3( ]  ,  (π / 3  ,  π / 2)

≥n ،  0. از آن�جا كه به�ازاى هر ٣ xn ≤ �مى�توانيم جانشينى،2
xn  مثلثاتى = 2cos yn:0   را انجام دهيم كه در آن≤ yn ≤ π / 2.

xn+2  از نــابــرابـــرى  + 2 ≤ xnو فــرمــول دوبــرابــر زاويـــه�ى 

  cos2α +1= 2cos2 α:نابرابرى زير را حاصل مى�كنيم ،
  cos yn+2 / 2 ≤ cos yn

,0]  از آن�جا كه كسينـوس، در  π / تابعى نزولى است، ايـن،[2
yn+2  موضوع مستلزم  / 2 ≥ yn به�ازاى جميع مقادير n.است 

 داريم:k و nبا استفاده از استقرا نتيجه مى�شود كه به�ازاى هر 
  yn ≤ yn+2k / 2k

yn   به بى�نهايت، kو با رفتن  =  به�دست مى�آوريم.n را به�ازاى هر 0
، طــرح از١٩٨٦ رومـــانـــى، IMO(آزمــون� انـــتـــخـــابـــى 

T.Andreescu(
 باشد، آن�گـاه1±  ، برابـر x ً. اگر يكى از مجهـول�هـا، مـثـلا٤

  2x + x2y = y 0   به=  منجر مى�شود كه غـيـرمـمـكـن اسـت. در±2
نتيجه، دستگاه مورد بحث را مى�توان به صورت زير بازنويسى كرد:

  

2x

1− x2 = y

  

2y

1− y2 = z

  

2z

1− z2 = x

بنا به فرمول دوبرابر زاويه�ى تانژانت�ها، يعنى:

  
tg2a = 2tga

1− tg2a

xطــبــيــعــى اســت كــه جــانـــشـــيـــنـــى  = tgαرا بــه ازاى 
  α ∈(−π / 2, π / ، انجام دهيم.(2

 از دو معادله�ى اول،
  z = tg4α ،   y = tg2α

tg8α  و معادلـه�ى آخـر، مـسـتـلـزم  = tgα،مى�شـود. درنـتـيـجـه 
  8α − α = kπ به ازاى عدد صحيح ،kاى، برقرار است. بنابراين

  α = kπ / α  ، و از آن�جا كـه: 7 ∈(−π / 2, π / ، بايـد داشـتـه(2
3−  باشيم:  ≤ k ≤ 3

نتيجه مى�شود كه جواب�هاى دستگاه عبارت�اند از:

  
(tg

kπ
7

, tg
2kπ

7
, tg

4kπ
7

)  ,  k = −3, −2, −1,0,1,2, 3

. فرمول مثلثاتى پنهان در صورت مسئلـه، فـرمـول دو بـرابـر٥
زاويه�ى كتانژانت�هاست؛ يعنى:

  
2cot g2α = cot gα − 1

cot gα

اين رابطه را مى�توان از فرمول دو برابـر زاويـه�ى تـانـژانـت�هـا،
tg2α  يـعــنــى:  = 2tgα / (1− tg2α) 1   بــا قــرار دادن/ cot gα

، به اثبات رساند.tgαبه�جاى 
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x1  اگــر قــرار دهـــيـــم:  = cotg α ،  α ∈(0, π)آن�گــاه از ،
x2  معادله�ى اول  = cotg2α، از معادله�ى دوم   x3 = cotg4α،

x4  از مــعـــادلـــه�ى ســـوم  = cotg8αو از مــعـــادلـــه�ى آخـــر ،
  x1 = cotg16α،حــــاصــــل مــــى�شــــود. درنــــتـــــيـــــجـــــه 

  cotg α = cotg 16α 16   كه مستلـزمα − α = kπبه ازاى عدد ،
 است. در اين صورت، جواب�هاىkصحيح 

  α = kπ /15  ,  k = 1,2,L,14

را به دست مى�آوريم و جواب�هاى دستگاه مفروض عبارت�اند از:
,   x2 = cotg2kπ /15 ,  x1 = cotg kπ /15

   k = 1,2, 3,L,14,  x4 = cotg8kπ /15,  x3 = cotg4kπ /15

. فرض مى�كنيم:٦
y = tgb   و x = tga

در اين صورت:

x + y = tga + tgb = sin(a + b)
cosa cos b

  
1− xy = 1− tga tgb = cos(a + b)

cosa cos b

  

1
1+ x2 = cos2 a

  

1
1+ y2 = cos2 b

≥1−  نابرابرى مورد اثبات، هم�ارز  2sin(a + b)cos(a + b) ≤1

≥1−  است، يعنى  sin2(a + b) ، و كار به انجام مى�رسد.1≥
. نخست توجه مى�كنيم كه:٧

  

1
1− xn

− 1
1+ xn

= 2xn

1− xn
2

x1  اگر قـرار دهـيـم  = tgβ بـا ،  β ∈(−π / 2, π / ، در اين(2
صورت:

  
x2 = 2tgβ

1− tg2β
= tg2β

و به طور استقرايى به�دست مى�آوريم:

  xn = tg2n−1β

به اين ترتيب:

  x8 = tg27β = tg128β

 باشد، بايد داشته باشيم:٨براى اين�كه دنباله داراى طول 
  tg128β = ±1

اى، داشتهkو اين مستلزم آن است كه، به ازاى عـدد صـحـيـح 
باشيم:

  128β = ±π / 4 + kπ

به اين ترتيب:
  β = ±π / 512 + kπ /128

به عبارت ديگر:

  
x = tg(± π

512
+ kπ

128
)

k   مقدار، يعنى ١٢٨، kبراى  = 0,1,2,L,127وجود دارد كه 
 مى�انجامد.x مقدار متفاوت ٢٥٦به 

اكنون بايد بررسى كنيم تا مطمئن شويم، هيچ�يك از اين مقادير،
دنباله�اى به طول كمتر از هشت به دست نمى�دهد. در واقـع، بـراى

اين�كه دنباله زودتر خاتمه يابد، بايد رابطه�ى

  
± π

512
+ kπ

128
= ± π

2r +2 + mπ

>0  اى، با شرط r و mرا به ازاى اعداد صحيح  r < ، داشته باشيم.7
اين موضوع مستلزم آن است كه:

  ±1+ 4k = ±27− r + 29m
اما سمت چپ اين معادله فرد و سمت راست آن زوج است كـه

٨ دنباله، طولى برابر ٢٥٦اين نمى�تواند رخ دهد. درنتيجه جمـيـع 
دارند.

)١٩٩٦، AIME(طرح براى 
b1  . اگر دنباله�ى ٨ = tg−1a1 و   bk +1 = bk + tg−1(1/ k)،

  k = 1,2, 3,Lكنيـم، آن�گـاه فـرمـول جـمـع مـربـوط بـه iرا تعري 
تانژانت�ها، يعنى:

  
tg(x + y) = tgx + tgy

1− tgx tgy

:kنشان مى�دهد كه به ازاى هر 
ak = tgbk

از آن�جا كه 
  
lim
x→0

tax
x

= ، نتيجه مى�شود:1

  
lim
k→∞

tg−11/ k
1/ k

= 1

كـه بـا تـوجــه بــه آن، از يــك طــرف ســرى 
  
b0 + ∑

k =1

∞
tg−1 1

k

 به بى�نهايتkواگراست، و از طرف ديگر، جمله�هاى سرى، چون 
ميل كند، به صفر ميل مى�كند. درنتيجه، بى�نهايت مجموع جـزئـى

سرى موردنظر موجود است كه در بازه�هاى به صورت
  (2πn,2πn + π / 2)

قـرار دارنـد و بـى�نـهـايــت مــجــمــوع جــزئــى ســرى، در بــازه�ى
  (2πn + π / 2,2πn).واقع�اند 

bاما يك مجموع جزئى يـك 
m

 وجود دارد و از آن�جاm به ازاى 
amكه  = tgbm نتيجه مى�شود كه بى�نهايت ،a

m
 مثبت و بى�نهايت

a
m

 منفى موجود است.
)١٩٨٩(المپياد رياضى لنينگراد، 

ai. جانشينـى مـثـلـثـاتـى ٩ = cos xi به ازاى ،  xi ∈[0, π]،
  i = 1,2,L, nعملى طبيعى است. توجه داشته باشيد كه يكنوايى ،

تابع كسينوس در تركيب با نابرابرى�هاى داده شده، نشان مى�دهد كه
x

i
ها دنباله�اى نزولى تشكيل مى�دهند. عبارت سمت چپ به صورت
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زير درمى�آيد:

  
∑
i=1

n−1
1− cos xi cos xi+1 − sin xi sin xi+1 = ∑

i=1

n−1
1− cos(xi+1 − xi )

  
= 2 ∑

i=1

n−1
sin

xi+1 − xi

2

در اين مورد، از فرمول�هاى تفريق و دو بـرابـر زاويـه اسـتـفـاده
,0]  مى�كنيم. تابع سينوسى در  π]كوژ به سمت پايين است. درنتيجه 

 براى به دست آوردن نابـرابـرى زيـر١مى�توان از نابرابرى «جـنـسـن»
استفاده كرد:

  

1
n −1

∑
i=1

n−1
sin

xi+1 − xi

2
≤ sin(

1
n −1

∑
i=1

n−1 xi+1 − xi

2
)

درنتيجه:

  
2 ∑

i=1

n−1
sin

xi+1 − xi

2
≤ (n −1) 2 sin

xn − x1

2(n −1)

  
≤ 2(n −1)sin

π
2(n −1)

xn  زيرا  − x1 ∈(0, π)بهره�گيرى از اين موضوع كه، به�ازاى .
  x >0 ،sin x < x:نابرابرى زير را به دست مى�دهد ،

  2(n −1)sin π / (2(n −1)) ≤ 2π / 2

)١٩٩٦(برنامه�ى تابستانى المپياد ريـاضـى، 
x. آن�جـا كـه ١٠

i
 مى�شـود،١ها مـثـبـت�انـد و مـجـمـوعـشـان 

x0  مــى�تــوانــيـــم جـــانـــشـــيـــنـــى  + x1+L+xk = sin akبــا 
  a0 = 0< a1 <L< an = π / 2 ،  k = 0,1,L, n.را به�كار ببريم 

در اين صورت، نابرابرى به صورت زير درمـى�آيـد:

  
∑

k =1

n sin ak − sin ak −1

1− sin ak −1 1− sin ak −1

< π
2

كه مى�تواند به صورت زير بازنويسـى شـود:

  
∑

k =1

n 2sin
ak − ak −1

2
cos

ak + ak −1

2
cosak −1

cosx 0  ، بــه ازاى≤ x ≤ π / ، تـابـعــى نــزولــى اســت و:2
sin x < xدرنتيجه، سمت چپ نابرابرى مورد بحث، اكيد كمتر .

از

  
∑

k =1

n 2sin
ak − ak −1

2
cosak −1

cosak −1

= ∑
k =1

n
(ak − ak −1) = π

2

مى�شود و مسئله حل شده است.
)١٩٩٦(المپياد رياضى چين، 

نويسزير
1. Jensen
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رياضى جهان
فى سايت�هاىمعر

١٥ادامه	ى مطالب صفحه	ى 
)Logic & Set Theory. منطق و نظريه�ى مجموعه (٢٥
)Mathematics Education. آموزش رياضى (٢٦
)Mathematical Biology. زيست�شناسى رياضياتى (٢٧
)Miscellaneous. گوناگون (٢٨
. حساب ديفرانسيل و انتگرال چند�متغيره٢٩

)Multivariable Calculus(
)Nonlinear Dynamics. ديناميك غير�خطى (٣٠
)Number Theory. نظريه�ى اعداد (٣١
)Numerical Analysis. آناليز عددى (٣٢
. معادلات ديفرانسيل معمولى٣٣

)Ordinary Differential Educations(
. معادلات ديفرانسيل جزئى٣٤

)Partial Differential Educations(
)Pre-Calculus. حساب ديفرانسيل و انتگرال مقدماتى (٣٥
)Probabilitly Theory. نظريه�ى احتمال (٣٦
)Statistics. آمار (٣٧
)Topology. توپولوژى (٣٨
)Trigonometry. مثلثات (٣٩

ب) روش ديگر، نوشتن كلمه�ى كليدى و مورد نظـر در قـالـب
يك كلمه�ى تنها، يك عبارت تنها و يا چندين كلمـه�ى جـداگـانـه در
قسمت مخصوص جست�و�جوى اين سايت است. براى مثال، اگر
مايل هستيد، اطلاعـاتـى را بـه صـورت كـلـى در زمـيـنـه�ى «نـظـريـه

ترــــاـــــبع ــــديـــــاب�ــــىم ،ــــديروآ ـــــتسد�ــــهبگــــراف�هـــــا» 
»Graph Theoryرا در قسمت جست�و�جـو بـنـويـسـيـد. امـا اگـر «

ًمى�خواهيد كه اطلاعاتى بيشترى درباره�ى نظريه�ى گراف�ها، مـثـلا
پيرامون «ماتريس مجاورت گراف ساده» كسب كنيد، كـافـى اسـت

» را در قسمتAdjacency Matrix of a Simple Graphعبارت «
جست�و�جو بنويسيد و به جست�و�جو بپردازيد.

 قسمتى نيز به دانشگاه�ها، كالج�هـاMath Archivesدر سايت 
و انجمن�هاى ر ياضيات و گروه�هاى رياضى مرتبط با آن�ها اختصاص
داده شده است. در اين بخش مخـاطـب مـى�تـوانـد، بـه اطـلاعـات
گروه�هاى رياضى دانشگاه�ها، كالج�ها و انجمن�هاى گوناگونـى كـه
اسم آن�ها در اينترنت قرار داده شده است، از طريق انتخاب حروف
الفبا دست�رسى پيدا كند. بـراى مـثـال، شـخـصـى كـه مـايـل اسـت
آگاهى�هايى در مورد گروه رياضى دانشگاه تگزاس دريافت كند، كافى

» و فردى كه به�دنبال گروه رياضى دانشگاه اوكلاهاماTاست حرف «
 را انتخاب كند.Oمى�باشد، كافى است، حرف 


