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كاربردهايى
از قضيه�ى

ابىاهيم دار ابر●

Á—Uý«
مشتق و مطالب مربوط به آن، نقش مهمى در رياضيات، دوره�ى
متوسطه ايفا مى�كند، اما كاربرد قضيه�ى لاگرانـژ و نـتـايـج آن در حـل

 ناديده انگاشته شده است. اثبـاتًمسائل رياضيات مقدماتى، تقريبـا
اتـحـادهـا، نـامـسـاوى�هـا و فـرمـول�هـاى مـثـلـثـاتـى، هـم�چـنـيـن تــبــديــل
عبارت�هاى جبرى به حاصل�ضرب، حل معادله، حل نامعادله، حل
دستگاه معادله�ها، معادله�هاى پارامترى و… با استفاده از ايـن قـضـيـه

امكان�پذير است.
براى اين منظور، روش كلى قابـل�قـبـولـى دربـاره�ى حـل بـعـضـى
مـسـائـل ارائـه مـى�شـود كـه مـى�تـوان آن�هـا را چـه بـا ايـن روش و چــه بــا
روش�هاى ديگر حل كرد. در اين�جا با اين�گونه مسائل آشنا خواهيد

شد. ابتدا با قضيه�ى لاگرانژ و نتايج آن آشنا مى�شويم:

©sO~�UO�® ó�«dÖô ÈÅtOC�
,a در بازه�ى fاگر تابع  b[ (a,b) پيوسته و در تمام نقاط بازه�ى [

 وجود دارد؛cمشتق�پذير باشد، آن�گاه در اين بازه نقطه�اى به طـول 
به طورى كه داشته باشيم:

f (b) − f (a)
b − a

= ′f (c)

[a,b] در بـازه�ى f(شرط ثابت بودن تابـع) اگـر تـابـع . ١نتيـجـه

پيوسته و مشتق آن در داخل اين بازه صفر باشد، آن�گاه تابع در بازه�ى
[a,b].ثابت است 

 پيوسته باشنـد و در[a,b] در بـازه�ى g و f اگر دو تابع .٢نتيجـه
داخل اين بازه مشتق�هاى مساوى داشته باشند، اختلاف آن�ها تـنـهـا

در مقادير ثابت خواهد بود.
I در بازه�اى ماننـد f (شرط يكنوا بودن تابع) اگر تـابـع .٣نتيجـه

 در اينfپيوسته و مشتق آن در آن بازه مثبت (منفى) باشد، آن�گاه تابع 
بازه صعودى (نزولى) است. با اين مقدمه به حل مسائل مى�پردازيم.
همان�طور كه گفـتـه شـد، قـضـيـه�ى لاگـرانـژ در حـل مـعـادلـه�هـا،

نامعادله�ها، تعيين تعداد ريشه�ها و… كاربرد دارد. براى اين منظور،
 درنظر گرفـتـه مـى�شـود كـهfدر روند حل�مسـائـل، تـابـعـى مـانـنـد  

 در آن صـدق كـنـد. پـس[a,b]قضيـه�ى لاگـرانـژ در بـازه�اى مـانـنـد 

fبا استفاده از فرمول لاگرانژ:  (b) − f (a)
b − a

= ′f (c)

cكه در آن  ∈(a, b) مقدار ′f (c).محاسبه مى�شود 
x   ثابت كنيد اگر .١مثال ex، آن�گاه 1≤ ≥ ex

x   نامساوى به ازاى اثبات: =  را به صورتf برقرار است. تابع 1
زير درنظر مى�گيريم:

f (x) = ex − ex

b  به ازاى هر  ,1   در بازه�ى 1< b[ ، شرايط قضيه�ى لاگرانژ در[
 وجودcاين تابع صدق مى�كند. پس در اين بازه نـقـطـه�اى بـه طـول 

دارد؛ طورى كه

  

f (b) − f (1)
b −1

= ′f (c)

  
⇒ eb − eb

b −1
= ec − e

c  چون  ec پس 1< > e و بنابراين   e
c − e  و از آن�جا:0<

  

eb − eb
b −1

>0⇒ eb − eb >0

b  يعنى به ازاى   داريم:1<

ژانلاگر
)١(
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eb > eb

x  و از آن�جا نتيجه مى�شود كه به ازاى   داريم:1≤
ex ≥ ex

x  در حالت خاص، به ازاى  = c  داريم:1+
  e

c+1 ≥ e(c +1) ⇒ ec ≥ c +1

 مى�تواند هر عدد دلخواه حقيقى باشد.cكه در آن 

x   ثابت كنيد به ازاى .٢مثال  داريم:0≤

  
ex ≥1+ x + x2

2

 عددى دلخواه و مثبت باشـد. در بـازه�ىb فرض كنيـم اثبـات:
  0, b[  تابع زير را درنظر مى�گيريم:[

  
f (x) = ex − x2

2

بنابر قضيه�ى لاگرانژ داريم:

  

f (b) − f (0)
b −0

= ′f (c)

  
0< c < b ⇒

eb − b2

2
−1

b
= ec − c

e   داريم: cچون به ازاى هر 
c ≥ c  را نگاه كنيد)،١مثـال ( 1+

پس:
  e

c − c ≥ c +1− c ⇒ ec − c ≥1

  
⇒

eb − b2

2
−1

b
≥1⇒ eb − b2

2
−1≥ b

b  يعنى به ازاى هر   داريم:0<

  
eb ≥1+ b + b2

2

x  پس به ازاى هر   خواهيم داشت:0<

  
ex ≥1+ x + x2

2

 ثابت كنيد:.٣مثال

  

1
4

< Arcsin0/ 8 − Arcsin0/ 6 < 1
3

f تــابــع اثـبــات: (x) = Arcsin x 0   را در بـازه�ى/ 6,0/ 8[ ]
درنظر مى�گيريم. تابع در اين بازه پيوسته و مشتق�پذيـر اسـت. پـس

قضيه�ى لاگرانژ در آن صدق مى�كند:

  

f (0/ 8) − f (0/ 6)
0/ 8 −0/ 6

= ′f (c)  ,  0/ 6 < c <0/ 8

  
′f (x) = 1

1− x2

  
⇒ Arcsin0/ 8 − Arcsin0/ 6

0/ 2
= 1

1− c2

مقدار 
  

1

1− c2 0   را در بازه�ى/ 6 < c <0/  تعيين مى�كنيم:8

  0/ 36 <1− c2 <0/ 64

  0/ 6 < 1− c2 <0/ 8

  

5
4

< 1

1− c2
< 5

3

از آن�جا نتيجه مى�شود:

  

1
4

< Arcsin0/ 8 − Arcsin0/ 6 < 1
3

 حقيقى، نامساوى زيرx2   و x1   ثابت كنيد به ازاى هر .٤مثال 
برقرار است:

  cos x1 − cos x2 ≤ x1 − x2

x1   به ازاى اثبات: = x2نامساوى بالا برقرار است. فرض كنيم 
  x1 ≠ x2 تـــابـــع f (x) = cos x را بــه ازاى   x1 < x2در بـــازه�ى 

  x1, x2[ x1   و به ازاى [ > x2 در بازه�ى   x2, x1[  درنظر مى�گيريم.[
شرايط قضيه�ى لاگرانژ در اين تابع صدق مى�كند؛ بنابراين نقطـه�اى

 در اين بازه وجود دارد، طورى كه داشته باشيم:cبه طول 

  

f (x1) − f (x2)

x1 − x2

= ′f (c)

  

cos x1 − cos x2

x1 − x2

= − sin c

  ⇒ cos x1 − cos x2 = x1 − x2 . − sin c

−  چون  sin c ، پس:1≥

  cos x1 − cos x2 ≤ x1 − x2

 ثابت كنيد معـادلـه�ى .٥مثال 
  
cos2 x

2
+ 2cos x =  در بازه�ى2

  (0,2π).بيش از دو ريشه�ى حقيقى ندارد 
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 وx1   فرض كنيم معادله در اين بازه حداقل سه ريشـه�ى اثبات:
  x2 و   x3 داشته باشد، طورى كه   x1 < x2 < x3

 صفرهاى تابع زير خواهند بود:x3   و x2   و x1  بنابراين، 

  
f (x) = 2 − cos2 x

2
− 2cos x

يعنى:
  f (x1) = f (x2) = f (x3 ) = 0

,x1  در هر يك از بازه�هـاى  x2[ ,x2   و [ x3[ ، شرايط لاگرانـژ[
هايى به ترتيب از بازه�هاىc2   و c1  درباره�ى تابع صدق مى�كند. پس 

  (x1, x2) و   (x2, x3  وجود دارند؛ به طورى كه داشته باشيم:(

  

f (x3 ) − f (x2)

x3 − x2

= ′f (c2)     و 
  

f (x2) − f (x1)

x2 − x1

= ′f (c1)

f  چــــون:  (x1) = f (x2) = f (x3 ) = f′   پــــس 0 (c1) =  و0
  ′f (c2) = 0

مشتق تابع را پيدا مى�كنيم:

  
′f (x) = 2cos

x
2

sin
x
2

.
1
2

+ 2cos x .sin x.Ln2

     
  
= 1

2
sin x + sin x.2cos x Ln2 = sin x(

1
2

+ 2cos x Ln2)

چون 
  

1
2

+ 2cos x Ln2 f′  ، پس از معادله�ى 0< (x) =  نتيجه0

مى�شود:
  sin x = 0⇒ x = π

 تنها يك ريشه�ى منحصر به فـرد وجـود(0,2π)  يعنى در بازه�ى 
c2 ،  (c1   و c1  دارد و اين تناقض است، زيرا  ≠ c2)بايد ريشه�هاى 

  ′f (x) =  باشند.0

از آن�جا نتيجه مى�شود معادلـه 
  
cos2 x

2
+ 2cos x =  در بازه�ى2

  (0,2π).بيش از دو ريشه�ى حقيقى ندارد 

x5   معادله�ى .٦مثال  −10x3 + 50x − 41=  را حل كنيد.0
x1   به آسانى مى�توان ديد كـه حل: =  ريشه�ى معادلـه اسـت.1

 داشته باشد.x2  فرض كنيم معادله يك ريشه�ى حقيقى ديگر ماننـد 
 صفرهاى تابع زير خواهند بود:x2   و x1  در اين صورت 

  f (x) = x5 −10x3 + 50x − 41

از آن�جا نتيجه مى�شود:
  f (x1) = f (x2) = 0

x1  قضيه�ى لاگرانژ به ازاى  < x2 در بازه�ى   x1, x2[  و به ازاى[

  x1 > x2 در بـازه�ى   x2, x1[  صدق مى�كنـد. پـس در ايـن بـازه�هـا[
 موجود است، به طورى كه:cعددى مانند 

  

f (x2) − f (x1)

x2 − x1

= ′f (c)

f  چون  (x1) = f (x2) = f′   پـس: 0 (c) =  ريشه�ىc. يعنـى 0
f′  معادله�ى  (x) =  است. اما داريم:0

  ′f (x) = 5x4 − 30x2 + 50

، مثبـت اسـت (مـبـيـنxديده مى�شـود كـه مـشـتـق بـه ازاى هـر 
  ′f (x) = 5   مثبت اسـت x4   منفى و ضريـب x2   نسبت بـه 0  و0<

  Δ = (30)2 x   و 0>1000−
2 = y ⇒ 5y2 − 30y + 5 = 0(

f′  يعنـى  (x) =  جواب ندارد و اين يك تناقـض اسـت. بـنـابـرايـن0
  x1 =  ريشه�ى منحصر به فرد معادله�ى مفروض است.1

 تعداد نقاط بحرانى تابع با ضابطه�ى زير را پيدا كنيد..٧مثال 
   y = (x3 − x)(x − 8)(x − 9)

 چـون تـابـع از درجـه�ى پـنـجـم اسـت، پـس مــشــتــق آنحـل:
كثيرالجمله�اى از درجه�ى چهارم خواهد بود و بنابراين بيش از چهار

ريشه�ى حقيقى نخواهد داشت.
قضيه�ى لاگرانژ را براى تابع:

  f (x) = (x +1)(x)(x −1)(x − 8)(x − 9)

]1,0−  در بازه�هاى  ]0,1   و [ ]1,8   و [ ]8,9   و [  به كار مى�بريم.[
داريم:

  f (−1) = f (0) = f (8) = f (9) = 0

x4   و x1 ،  x2 ،  x3  در داخل هريك از اين فواصل، به ترتيب 

يافت مى�شوند، طورى كه داشته باشيم:

  

f (0) − f (1)
0−1

= ′f (x2)          و 
  

f (−1) − f (0)
−1−0

= ′f (x1)

  

f (8) − f (9)
8 − 9

= ′f (x4      و     (
  

f (1) − f (8)
1− 8

= ′f (x3 )

ديده مى�شود:
  ′f (x1) = 0 ,  ′f (x2) = 0 ,  ′f (x3 ) = 0 ,  ′f (x4 ) = 0

f′   ريشه�هاى كثيرالجمله�ى x4   و x1 ،  x2 ،  x3  چون  (x) = 0

f′هستند كه از درجه�ى چهارم است، پس براى  (x)ريشه�هاى متمايز 
ديگرى وجود ندارد. بنابراين، تابع با ضابطه�ى

   y = (x3 − x)(x − 8)(x − 9)

چهار نقطه�ى بحرانى دارد.



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

 ٣
هار 

ب
١٣٨

٧

١٧

متو
سطه

 قضيه�ى لاگرانژ را در اثبات اين مطالب به كار٢ و ١اكنون نتايج 
مى�بريم:

. اثبات اتحادها و در حالت خاص استنتاج فرمول�هاى رياضى١
مقدماتى؛

. ساده كردن عبارت�هاى جبرى؛٢
. تبديل عبارت�هاى جبرى به صورت حاصل�ضرب عوامل.٣

 را طورى انتخاب مى�كنيـم كـهfبراى اين منظور، بازه�هاى تابـع 
f′  مشتق تابع در آن بازه�ها صفر باشد و درنتيجه از تساوى  (x) = 0،

fثابت بودن تابع را نتيجه مى�گيريم:                                        (x) = c

 را طورى انتخاب مى�كنيمg(x) و f(x)يا به جاى يك تابع، دو تابع 
f′كه داشته باشيم:                                                              (x) = ′g (x)

fو از آن�جا:                                                           (x) = g(x) + c

، مقدارx مقدار ثابتى است و براى تعيين آن بـه جـاى cكه در آن 
تساوى بالا( را به�دست مى�آوريـم c قرار مى�دهيم و x1  معينى ماننـد 

 حقيقى برقرار است).xبه�ازاى هر 

 بدون استفاده از اتحادهاى مثلثاتى ثابت كنيد:.٨مثال 
  cos2x = 2cos2 x −1

f   تابع با ضابطـه�ى اثبات: (x) = cos2x − 2cos2 xرا در نظر 
 پيوسته و مشتق�پذير است.xمى�گيريم. اين تابع به ازاى همه�ى مقادير 

داريم:
  ′f (x) = −2sin2x + 4cos x sin x

  −2sin2x + 4cos x sin x = −2sin2x + 2sin2x = 0

  ⇒ ′f (x) = 0⇒ f (x) = c

x   قرار مى�دهيـم x، به جاى f(x) در تابع cبراى تعييـن  = . از0
آن�جا داريم:

  f (0) = c = cos0− 2cos20⇒ c = −1

  ⇒ f (x) = −1⇒ cos2x − 2cos2 x = −1

  ⇒ cos2x = 2cos2 x −1

≥1−   اگر .٩مثال  x ، آن�گاه ثابت كنيد:1≥

Arc cos(−x) = π − Arc cos x

f تابع با ضابطـه�ى اثبات: (x) = Arc cos(−x) + Arc cos x

]1,1−  را در بازه�ى   درنظر مى�گيريم. تابع در اين بازه پيوسته و مشتق[
آن صفر است:

  
′f (x) = 1

1− x2
− 1

1− x2
= 0

f از اين بازه داريم:  xپس به ازاى هر  (x) = c

x  به ازاى  =  داريم:0
  f (0) = c = Arc cos0+ Arc cos0

  
c = π

2
+ π

2
= π

⇒ f (x) = Arc cos(−x) + Arc cos x = π
≥1−  پس به ازاى  x  داريم:1≥

Arc cos(−x) = π − Arc cos x

x   ثابت كنيد به ازاى .١٠مثال   تساوى زير برقرار است:0>

  
Arc tan x = Arcsin

1

1+ x2
− π

2

]0,∞−   دو تابع با ضـابـطـه�ى زيـر را در بـازه�ى اثبـات:  درنـظـر[
مى�گيريم.

  
g(x) = Arcsin

1

1+ x2
f    و  (x) = Arctgx

]b,0   هر دو تابع در بازه�ى   پيوسته هستند. مشتق آن�ها را تعيين[
مى�كنيم:

 و 
  

′f (x) = 1
1+ x2

  

′g (x) = 1

1− 1
1+ x2

.
−x

(1+ x2) 1+ x2
= −x

x (1+ x2)

x  چون به فرض  ، پس:0>

  
x = −x  ,  ′g (x) = 1

1+ x2

]b,0  يعنى در بازه�ى   مشتق اين دو تابع مساوى�اند:[

′f (x) = ′g (x) ⇒ f (x) = g(x) + c

x   قرار مى�دهيم cبراى تعيين  = −1:

  
Arctg(−1) = Arcsin

1

2
+ c ⇒ c = − π

4
− π

4
= − π

2

x  پس به ازاى   داريم:0>

  
Arctgx = Arcsin

1

1+ x2
− π

2

ادامه دارد…


