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مــطــالــعــه�ى ايــن مــقــالــه مــى�تــوانــد ســرگــرمــى آمــوزنــده�اى بــراى
دانش�آموزان باشد. در اين�جا، چند معادله را بـه كـمـك هـنـدسـه حـل
مى�كنيم. در بعضى موارد، حل�هاى هندسى جذاب�اند و موضوع را

محسوس و ملموس مى�كنند.

tÝbM¼ pL� tÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ

 با يك مثال، راه�حـل خـوارزمـى را بـيـانال:) حل خـوارزمـى:
مى�كنيم:

مى�خواهيم معادله�ى درجه دوم زير را حل كنيم:
)١                                                                     (  x2 + 8x = 33

 مى�ناميم.x را در نظر مى�گيريم و طول ضلع آن را ABCDمربع 
 واحد امتداد مى�دهيم و٢هر ضلع مربع را از دو طرف آن به اندازه�ى 

A′سـپـس مــربــع  ′B ′C ′Dرا مـى�سـازيـم. طـول ضــلــع مــربــع 
′A ′B ′C ′D :برابر است با   x +  برابرABCD. مساحت مربـع 4

  x2 است. مجموع مساحت�هاى مـربـع ABCDو چهار مستطيـل 
x2  اطراف آن برابر است بـا:  + 8x مساحت مربـع .′A ′B ′C ′D

 واحد، مجـمـوع٢از مجموع مساحت�هاى چـهـار مـربـع بـا ضـلـع 
 و مساحت مربعABCDمساحت�هاى چهار مستطيل اطراف مربع 

ABCD به�دست مى�آيد. پس مسـاحـت مـربـع ′A ′B ′C ′Dبرابـر 
است با:

)٢                                                                      (  x2 + 8x +16
بـا مـلاحـظـه�ى شـكـل مـعـلـوم مـى�شـود كـه مـسـاحـت مـربــع

′A ′B ′C ′D:چنين است 

ىســــدنــــــه لحـــــــ

)١ه (لــداعـــــ مدنـــــچ
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)٣                                                                                (  (x + 4)2

و نيز:
)٤                                                  (  (x + 4)2 = x2 + 8x +16

، معادله�ى زير را حل مى�كنيم:١براى حل معادله�ى 
  x2 + 8x +16 = 33 +16

و يا:
)٥                                                            (  x2 + 8x +16 = 49

 به صورت زير نوشته مى�شود:٤ با رعايت تساوى ٥معادله�ى 
)٦                                                                              (  (x + 4)2 = 49

 معادله�ى زير به�دست مى�آيد:٦از معادله�ى 
)٧                                                                              (  x + 4 = 7

 نتيجه٧خوارزمى اعداد منفى به�كار نمى�برده است. از معادله�ى 
x  مى�شود:                                                                        = 3

ب) حل هنـدسـى مـعـادلـه�ى درجـه دوم بـا بـه�كـارگـيـرى عـددهـاى
: معادله�ى درجه دوم زير را كه ضريب�هاى آن اعـداد جـبـرىجبرى

هستند، درنظر مى�گيريم:
)١                                                                  (  x

2 + px + q = 0

 باشند، چنين داريم:١ جواب�هاى معادله�ى x2   و x1  اگر 

)٢                                                                  (
  

1
2

(x1 + x2) = − p
2

x1x2 = q







x′دو محور عمود بر هم  ox و ′y oy.را در نظر مى�گيريم 

x′روى محور  x نقطه�ى Mرا طورى اختيار مى�كنيم كه اندازه�ى 

 برابر OMجبرى 
  
− p

2
y′ باشد. روى محور  y نقطه�هاى C و Dرا 

 به ترتيـبOD و OCطورى اختيار مى�كنيم كه اندازه�هاى جـبـرى 
 را رسـمCD عمود�منصـW پـاره�خـط HQ باشـد. خـط q و ١برابـر 

x′ را بر خـط MP خط Mمى�كنيم. از نقـطـه�ى  x.عمود مى�كنـيـم 
 مى�ناميم.T را MP و HQنقطه�ى برخورد دو خط 

 رسم مى�كنيم. نقاط برخورد اينTC و شعاع Tدايره�اى به مركز 
x′دايره با خط  x را A و B مى�ناميم. نقطه�ى M وسط پاره�خط AB

 عمود است.AB بر وتر TM خط Tاست، زيرا در دايره�ى به مركز 
پس:

)٣                                                              (
  

OA + OB
2

= OM

OC  چون  = OD و 1 = q:پس ،
)٤                                                                       (OC.OD = q

بنابر قضيه�ى «قوت نقطه»، چنين داريم:
)٥                                                          (OA.OB = OC.OD

 نتيجه مى�شود:٥ و ٤از دو رابطه�ى 
)٦                                                                        (OA.OB = q

 است، پس:AB وسط پاره�خط Mچون نقطه�ى 

)٧                                                                (
  
OA + OB = − p

2

OB و OA نتيجه مى�شود كه اندازه�هـاى ٧ و ٦از دو رابطه�ى 

 هستند.١جواب�هاى معادله�ى درجه دوم 
 و شعاعT شرط وجود جواب آن است كه دايره�ى به مركز بحث:

TC خط ′x xرا قطع كند يا بر آن مماس باشد. يعنى بايد شرط زير 
برقرار باشد:

)٨                                                                            (TC ≥ TM

چنين داريم:
  TC

2 = HC
2 + HT

2 = HC
2 + OM

2

)٩                                                (
  
TC

2 = (
q −1

2
)2 + (− p

2
)2

  
TM = OH = OC + OD

2

)١٠                                                                      (
  
TM = 1+ q

2

 را مى�توان به صورت٨، رابطه�ى ١٠ و ٩با توجه به تساوى�هاى 
زير نوشت:

)١١                                       (
  
(
q −1

2
)2 + (

−p
2

)2 ≥ (
1+ q

2
)2

، رابطه�ى زير نتيجه مى�شود كه شرط وجود جواب١١از رابطه�ى 
است:

  p
2 − 4q ≥0

مسئله: دستگاه معادلات زير را با روش هندسى حل كنيد.

)١                                      (
  

1
x2 + 1

y2 = 1
a2

1
x

+ 1
y

= 1
b

                (b >0)
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براى حل اين دستگاه معادلات، دو حكم هندسى زير را به كار
مى�گيريم:

 رأس زاويه�ى قائمهA كه ABC در مثلث قائم�الزاويه�ى .١حكم
 ارتفاع است، رابطه�ى زير برقرار است:AHو 

  

1

AB
2 + 1

AC
2 = 1

AH
2

.٢حكم
 رأس زاويه�ى قائمهA كـه ABCالW) در مثلث قائم�الزاويـه�ى 

، رابطه�ى زير برقرار است:A نيم�ساز زاويه�ى ADاست و 

  

1
AB

+ 1
AC

= 2
AD

 رأس زاويه�ى قائمـه وA كه ABCب) در مثلث قائم�الزاويـه�ى 
AEنـــيـــم�ســـاز خـــارجـــى اســـت، رابـــطـــه�ى زيـــر بـــرقـــرار 

است:

ABاگر:  < AC                                     
  

1
AB

− 1
AC

= 2
AE

 دو رابطه�ى زيرABC در مثلث قائم�الـزاويـه�ى .١برهان حكـم
برقرار است:

)٢                                                          (  AB
2 + AC

2 = BC
2

)٣                                                           (AB.AC = BC.AH

 را بر دو طرف تساوى ذيل بخش مى�كنيـم،٢دو طرف تساوى 
رابطه�ى مطلوب به�دست مى�آيد.

  AB
2
.AC

2 = BC
2
.AH

2

.٢برهان حكم
 مى�خواهيم ثـابـتال:) برهان در مورد نيم�ساز داخلـى مـثـلـث:

 طول نيم�ساز داخلى باشد، رابطـه�ىABC ،lكنيم، اگر در مثلـث 
زير محقق است:

)٤                                                     (
  

1
AB

+ 1
AC

=
2cos

A
2

l

براى اثبات، حكم زير را كه مساحت مثلث را بر حسب طول دو
ضلع و سينوس زاويه�ى بين آن دو ضلع بـه�دسـت مـى�دهـد، بـه�كـار

مى�گيريم:

  
S = 1

2
AB.AC.sin A

 را به ترتيـبADC و ABC ،ADBمساحت�هاى مثلـث�هـاى 
S ،  S1 و   S2:مى�ناميم و چنين داريم 

  
S = 1

2
AB.AC.sin A

  
S1 = 1

2
AB.AD.sin

A
2

  
S2 = 1

2
AC.AD.sin

A
2

S  و چون  = S1 + S2:پس ،

  

1
2

AB.AC.sin A = 1
2

AB.AD.sin
A
2

+ 1
2

AC.AD.sin
A
2

از رابــطــه�ى اخــيــر، بــا تــوجــه بــه دســتــور مــثــلـــثـــاتـــى

  
sin A = 2sin

A
2

. cos
A
2

 حاصل مى�شود.٤، رابطه�ى 

 قائمه باشد، چنين داريم:A اگر زاويه�ى حالت خاص:

  
cos

A
2

= 2
2

 به صورت زير درمى�آيد:٤در اين صورت رابطه�ى 

  

1
AB

+ 1
AC

= 2
l

 مى�خواهيم در مورد نيم�ساز خارجى مثلث:٢ب) برهان حكم 
 طول نيم�ساز خارجى بـاشـد،ABC ،lثابت كنيم، اگر در مـثـلـث 

رابطه�ى زير مسلم است:

  

1
AB

− 1
AC

=
2cos

A
2

l
      (AB < AC)

A

C H B
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