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 نزديـك٢ به ٢ را از سمت چپ عـدد xفرض كنيد مى
خـواهـيـم 
 نرسد؛ به اين شكل:٢كنيم، ولى به 

    x = 1,L,1/ 4,L,1/ 7,L1/ 9,1/ 99,1/ 999,1/ 9999,1/ 9L9L9L9

ميز را زيادُهاى سمت راست م٩ملاحظه مى
كنيد كه هرچه تعداد 
 نزديك و نزديك
تر مى
شود، ولى٢ به عـدد ًكنيم، عدد حاصل مرتبا

 نزديك شـده٢ به ٢ از طرف اعداد كمـتـر از xبه آن نمى
رسد. چـون 
است، مى
نويسيم:

  x → 2−

 نزديك مى
كنيم؛٢ به عدد ٢ را از طرف اعداد بزرگ
تر از xحال 
به اين شكل:

    x = 3,L,2 / 7,L,2 / 3,L,2 /1,2 /01,2 /001,2 /0001,2 /0L01

 را١هاى بين مميز و عدد 0  باز هم ملاحظه مى
كنيم، هرچه تعداد 

مفهوم
 يكرد عبا تدح

نقطه 

    x = 1,L,1/ 4,L,1/ 7,L1/ 9,1/ 99,1/ 999,1/ 9999,1/ 9L9L9L9

احمد قندهارى

 نزديك و نزديك
تر مى
شود، ولى به٢ به ًزياد كنيم، عدد حاصل مرتبا
آن نمى
رسد.

 نزديك شـده اسـت،٢ بـه ٢ از طرف اعداد بـزرگ
تـر از xچـون 
مى
نويسيم:

  x → 2+

v~¹U�L¼

x  نامساوى  − 2  را درنظر مى
گيريم و آن را حل مى
كنيم؛ به1>
اين صورت:

  x − 2 <1⇒ −1< x − 2 <1⇒1< x < 3

  0<1− x <0/0001⇒ f (x) − 3 <0/0002

  x − 2 <1⇒ −1< x − 2 <1⇒1< x < 3

براى دانش�آموزان سال سوم
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) است. فرض مى
كنيـم٢)، عـدد (١ و ٣عدد ميانى، بـازه
ى (
  x = ) را يـك١ و ٣( را مركز قرار دهـيـم، آن
گـاه بـازه
ى x، اگـر 2

x  همسايگى متقارن به مركز  =  گوييم.١ به شعاع2
)، مركز همسايگى را برداريم، يعـنـى١و٣چنان
چه از بـازه
ى (

  (1, 3) − 2{ ، آن
گاه اين همسايگـى را يـك هـمـسـايـگـى مـتـقـارن{
 مى
گوييم١ به شعاع ٢محذوف (مركز حذف شده) عدد 

١ به شعاع ٢همسايگى متقارن عدد 

١ به شعاع ٢همسايگى متقارن محذوف عدد 

x در حــالــت كـــلـــى، نـــامـــســـاوى تــوجـــه: − a < rيـــا 
a − r < x < a + r را يك همسايگى متقارن بـه مـركـز a و شعـاع r

مى
گوييم.

éÇ bŠ

بررسى حد چپ تابع را با يك مثال شروع مى
كنيم. فرض كنيد
f   با ضابطه
ى fتابع  (x) = 2x x باشد. مى
خواهيم در اين تابـع 1+

 را در اينf نزديك و رفتار تابع ١ به ١را از طرف اعداد كوچك
تر از 
فرايند بررسى كنيم. براى درك بهتر، جدول زير را تشكيل مى
دهيم.

  

x 0/ 9 0/ 99 0/ 999 0/ 9999 0/ 99999

f (x) 2 / 8 2 / 98 2 / 998 2 / 9998 2 / 99998

١ بـه ١ از طرف اعداد كوچكـتـر از xملاحظه مى
كنيـم، وقـتـى 
 به عددf(x)نزديك و نزديك
تر مى
شود، رفتار تابع نشان مى
دهد كه 

x   نزديك و نزديك
تر مى
شود. به نظر مى
رسـد، وقـتـى ٣ →1−،
 است. از جدول بالا، اين نتـايـج بـه
دسـت٣ برابـر f(x)آن
گاه حـد 

مى
آيد:

  0<1− x <0/1⇒ f (x) − 3 <0/ 2

  0<1− x <0/01⇒ f (x) − 3 <0/02

  0<1− x <0/001⇒ f (x) − 3 <0/002

  0<1− x <0/0001⇒ f (x) − 3 <0/0002

  0<1− x <0/00001⇒ f (x) − 3 <0/00002

اين نتايج را به صورت زير هم مى
توان نشان داد:
f  اگر بخواهيم  (x) − 3 <0/ −1>0  ، بايد 2 x <0/1

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 −1>0  ، بايد 0/02> x <0/01

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 −1>0  ، بايد 0/002> x <0/001

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 ، بايد0/0002>
   0<1− x <0/0001

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 ، بايد0/00002>
   0<1− x <0/00001

 را به حد خودش به هر اندازه كه بخواهيـمf(x)مى
توان گفت، 
١ را به اندازه
ى كافى به عدد xمى
توانيم نزديك كنيم، به شرطى كه 

نزديك كنيم.
f   تابع با ضابـطـه
ى مثال: (x) = 2x  را در نظر مى
گيريـم و1+

  x . مى
خواهيم −1→
  
f (x) − 3 < 1

250
 را چه
قدرx. تعيين كنيد 

 نزديك كنيم.١بايد به عدد 

 چنين عمل مى
كنيم:حل:

  
f (x) − 3 < 1

250
⇒ (2x +1) − 3 < 1

250
⇒ 2x − 2 < 1

250

  
⇒ 2 x −1 < 1

250
⇒ x −1

x→1−
< 1

500
⇒0<1− x < 1

500

 آن
قدر نزديك شود تا١ به عدد ١ بايد از سمت چپ عدد xيعنى 

فاصله
اش با آن، كمتر از 
  

1
500

 شود.

 به حدى نزديك شود كه فاصله
ى٣ به عدد f(x)پس اگر بخواهيم 

f(x) كمتر از ٣ از عدد 
  

1
250

١ را از سمت چپ به عدد x باشد، بايد 

، كمتر از x تا عدد ١آن
قدر نزديك كنيم تا فاصله
ى 
  

1
500

 شود.

 اگر در مثال بالا بخواهـيـم تمريـن:
  
f (x) − 3 < 1

720
 باشد،

 نزديك كنيم.١ را از سمت چپ چه
قدر بايد به عدد xتعيين كنيد 

         جواب:
  
0<1− x < 1

1440

-1      0     1      2     3

1< x < 3

-1      0     1      2     3

1< x < 3, x ≠ 2

f(
x)
=
2x
+
1

3

1
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lÐUð éÇ bŠ n¹dFð

,a)   در بـازه
ى fفرض مى
كنيـم تـابـع  x0).تعري_ شده بـاشـد 
x   وقتى fمى
گوييم حد چپ تـابـع  → x0

 است،L، عدد حقيـقـى −
 نزديك كنيم، به شرطىL را به هر اندازه
ى دلخواه به f(x)اگر بتوانيم 

x  كه  < x0  ى كافى بـه
 نزديك كنيم. در اين صورتx0  را به اندازه
مى
نويسيم:

  
lim

x→x0
−
f (x) = L

 مـى
دانــيــم تــمــريــن:
  
lim

x→2−
(4x + 3) = . مــى
خــواهــيــم11

  
(4x + 3) −11 < 1

400
٢ را چه
قدر از سمت چپ x. تعيين كنيد 

 نزديك كنيم.٢به عدد 

         جواب:
  
0< 2 − x < 1

1600

lÐUð XÝ«— bŠ

f  دوباره تابع با ضابـطـه
ى  (x) = 2x  را درنظر مى
گيـريـم و1+
 نزديك شود:١ به عدد ١ از طرف اعداد بزرگ
تر از xفرض مى
كنيم 

x  يعنى   را بررسى كنيم. به همـيـنf. مى
خواهيم رفتار تابـع +1→
علت، جدول زير را تشكيل مى
دهيم:

  

x 1/1 1/01 1/001 1/0001 1/00001

f (x) 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 3 /00002

x  ملاحظه مى
كنيم، وقتـى   نزديك و نزديك
تـر١ و به عدد 1<
fمى
شود، رفتار تابع نشان مى
دهد كه مقدار تـابـع  (x)( ٣ به عدد (

x  نزديك و نزديك
تر مى
شود. به نظر مى
رسد، وقتى  ، آن
گاه+1→
 است.٣ برابر f(x) ّحد

از اين جدول، نتايج زير به
دست مى
آيند.

  0< x −1<0/1⇒ f (x) − 3 <0/ 2

  0< x −1<0/01⇒ f (x) − 3 <0/02

  0< x −1<0/001⇒ f (x) − 3 <0/002

  0< x −1<0/0001⇒ f (x) − 3 <0/0002

  0< x −1<0/00001⇒ f (x) − 3 <0/00002

اين نتايج را به صورت زير نيز مى
توان بيان كرد:
f  اگر بخواهيم  (x) − 3 <0/ >0  ، بايد 2 x −1<0/1

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 >0  ، بايد 0/02> x −1<0/01

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 >0  ، بايد 0/002> x −1<0/001

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 ، بايد0/0002>
   0< x −1<0/0001

f  اگر بخواهيم  (x) − 3 ، بايد0/00002>
   0< x −1<0/00001

f  مـى
تـوان گـفـت، مـى
تـوانـيـم  (x) −  را بـه هـر انـدازه كـه3
١ را از سمت راست به عدد xبخواهيم، كوچك كنيم، به شرطى كه 

به اندازه
ى كافى نزديك كنيم.
f   تابع بـا ضـابـطـه
ى مثـال: (x) = 2x را درنظر مى
گـيـريـم 1+

x  و . مى
خـواهـيـم +1→
  
f (x) − 3 < 1

750
 راx. تعيـيـن كـنـيـد 

 نزديك كنيم.١چه
قدر بايد به عدد 

حل:

  
f (x) − 3 < 1

750
⇒ 2x +1− 3 < 1

750
⇒ 2(x −1) < 1

750

  
⇒ 2 x −1 < 1

750
⇒ x −1

x→1+
< 1

1500
⇒0< x −1< 1

1500

 آن
قدر بايد نزديك١ به عدد ١ را از طرف اعداد بزرگ
تر از xپس 

x  كنيم تا   كمتر از 1−
  

1
1500

 شود.

lÐUð XÝ«— bŠ n¹dFð

,x0)   در بازه
ى fفرض مى
كنيم تابع  b).تعري_ شده باشد 
x   وقتـى fمى
گوييم حد راسـت تـابـع  → x0

L، عدد حقيقـى +

 نزديك كنيم،L را به هر اندازه
ى دلخواه به f(x)است، اگر بتوانيم 
 به اندازه
ى كافى بهx0   را از طرف اعداد بزرگ
تـر از xبه شرطى كه 

  x0:نويسيم
 نزديك كنيم. در اين صورت مى

  
lim

x→x0
+
f (x) = L

 داريـــم مـــثــــال:
  
lim

x→1+
(−4x + 3) = . مـــى
خـــواهــــيــــم1−

  
(−4x + 3) +1 < 1

300
.

١ چه
قدر بايد بـه عـدد ١ را از طرف اعداد بـزرگ
تـر از xآن
گاه 

f(
x)
=
2x
+
1

3

1



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى

مار
ش

 ٣

هار

ب
١٣٨

٧

٨

متو
سطه

نزديك كنيم؟

حل:

  
(−4x + 3) +1 < 1

300
⇒ −4x + 4 < 1

300
⇒ −4(x −1) < 1

300

  
⇒ 4 x −1 < 1

300
⇒ x −1

x→1+
< 1

1200
⇒0< x −1< 1

1200

 آن
قدر بايد نزديك١ به عدد ١ را از طرف اعداد بزرگ
تر از xپس 

x  كنيم تا   كمتر از 1−
  

1
1200

 باشد.

 —œ lÐUð bŠ n¹dFð∞x
 تعري_ شده بـاشـدx0   در يك همسايگـى fفرض مى
كنيم تابـع 

.) تعري_ نشده باشدx0  (ممكن است تابع در خود 
x   وقتى f(x)مى
گوييم حد  → x0 برابر عدد حقيقى ،L،است 

 نزديك كنيم، به شرطىL را به هر اندازه
ى دلخواه به f(x)اگر بتوانيم 
 نـزديـك كـنـيـم. در ايـن صـورتx0   را به انـدازه
ى كـافـى بـه xكـه 

مى
نويسيم:
  
lim

x→x0

f (x) = L

x   وقتى f(x)به عبارت ديگر، حد  → x0 برابر عدد حقيقى ،L

fاست، اگر بتوانـيـم  (x) − Lرا هر اندازه كه بخواهـيـم كـوچـك 
x  كنيم، به شرطى كه  − x0.ى كافى كوچك كنيم
 را به اندازه

f   تابع با ضابطـه
ى مثال: (x) = 3x −  را در نظر مى
گيريم.5
x  اگـر  -) اسـت. مـى
خـواهـيــم٢ بـرابـر (f(x)، آن
گـاه حــد 1→

  
f (x) + 2 < 1

100
 نزديك كنيم؟١ را چه
قدر بايد به عدد x. آن
گاه 

حل:

  
f (x) + 2 < 1

100
⇒ 3x − 5 + 2 < 1

100
⇒ 3x − 3 < 1

100

  
⇒ 3(x −1) < 1

100
⇒ 3 x −1 < 1

100
⇒ x −1 < 1

300

   يا
  
0< x −1 < 1

300

x   نزديك كنيم تا ١ را آن
قدر بايد به عـدد xپس  كه مثبـت( 1−

است) كوچك
تر از 
  

1
300

 باشد.

 اگـــر تـــوجـــه:
  
lim

x→x0
+
f (x) = L و 

  
lim

x→x0
−
f (x) = Lگـــاه
، آن

 است.L حد دارد و حد آن برابر عدد حقيقى x0   در fمى
گوييم تابع 

bŠ ÈU¹UC%

n اعداد حقيقى و b و a. فرض مى
كنيم ١ ∈N:
limال_)                                                                          

x→a
b = b

limب)                                                                              
x→a

x = a

limج)                                                                          
x→a

xn = an

n اعـداد حـقـيــقــى و L و b و a. فـرض مـى
كـنـيــم ٢ ∈Nو 

  
lim
x→a

f (x) = L1 و 
  
lim
x→a

f (x) = L2:گاه داريم
. آن

  
lim
x→a

f (x) ± g(x)( ) = L1 ± L2)_ال

  
lim
x→a

b f(x) = bL1)ب

  
lim
x→a

f (x).g(x) = L1.L2)ج

  
lim
x→a

f (x)
g(x)

= L1

L2

      L2 ≠ د(0

lim. اگر ٣
x→a

f (x) = L ∈|R و 
  
lim
x→a

g(x) = ، آن
گاه0

  
lim
x→a

f (x).g(x) = L(0) = 0

f    . اگر ٤ (x) = m0x
n + m1x

n−1+L+mnاى
 يك چند
جمله
 باشد، آن
گاهnاز درجه
ى 

    
lim
x→a

f (x) = m0a
n + m1a

n−1+L+mn

lim. اگر ٥
x→a

f (x) = L گاه
lim، آن
x→a

f (x) = L

lim. اگـــــــــر ٦
x→a

f (x) = L و   L n و 0≤ ∈Nگــــــــاه
، آن

lim f(x)n = L
n اگر .n فرد باشد، شرط   L  لازم نيست.0≤

x. اگر براى هر ٧ ∈|R داشته باشيم f (x) ≤ g(x) و f و gدر 
a گاه
lim حد داشته باشند، آن

x→a
f (x) ≤ lim

x→a
g(x).

x. حد يك تابع در ٨ = a.در صورت وجود، يكتاست ،
 به كمك قضيه
ها
ى حد، مقدار حدهاى زير را محـاسـبـهمثال:

كنيد:

  
lim
x→1

x2 − 8x

x3 + 4x −1
ال_( 


