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» است. اينCongruenceواژه�ى «هم�نهشتى» برگردان كلمه�ى «
كلمه به معناى سازگارى، موافقت و مطابقت شيئى با شىء ديگر به�كار
رفته است. براى مثال، در هندسه دو شكل را كه قابل انطباق باشنـد،
هم�نهشت گويند. در اين�جا، براى درك بيشتر اين واژه مثالى مى�آوريم.

A   فرض كنيد دو ظرف شير با گـنـجـايـش�هـاى مثـال: =  و42
  B = C   و يك پيمانه�ى 17 =  ليترى در دسترس داشته باشيم. در5

 پر از شير باشند و بخواهيم با پيمانه�ىB و Aصورتى�كه هر دو ظرف 
C بار برداشت از ظرف ٨ شير برداريم، واضح است كه پس ازAو 

ليتر شير در هر يك از ظرف�هـا٢، Bبار برداشت از ظـرف ٣پس از 
 به پيـمـانـه�ىB و Aباقى مانده بـه اصـطـلاح مـى�گـويـيـم دو ظـرف 

 هم پيمانه و يا به�بيان ديگر هم نهشت�اند. اين مطـلـب را بـا بـيـان٥
رياضى به�اين صورت نشان مى�دهند:

دهاى آنربــــراكـــ 

و
دهاى آنربــــراكـــ 

تىشـــــــهـــــــنــــــــــــــــــــم�هـــــــــــ تىشـــــــهـــــــنــــــــــــــــــــم�هـــــــــــ
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  A ≡
5

B

مفهوم هم�پيمانگى يا هم�نهشتى را كه بين ظرف�ها برقرار است،
 تعميم داد و در حالت كلى، اين مفهـوم را بـه�صـورتZمى�توان در 

زير تعريW كرد:

n¹dFð
 را بهb و a دو عدد صحيح باشند، b و a عددى طبيعى و mاگر 

 مضربى(b-a) يا (a-b) «هم�نهشت» گوييم، هرگاه mپيمانه�ى (سنج) 
a) (پيمانه) باشد. به بيان ديگر، عبارت mصحيح از  − b) يا (b-a)

 بخش�پذير باشد، در اين�صورت مى�نويسيم:mبر 

)١                                                                                           (a ≡
m

b

بيان رياضى اين تعريW چنين است:
m|(a − b) يا ∀a,b ∈Z  ,  m ∈|N  ;  a ≡

m
b ⇔ a − b = km

≡) m رابطه�ى هم�نهشـتـى بـه پـيـمـانـه�ى:١قضـيـه�ى 
m

Z روى (

(مجموعه�ى اعداد صحيح) يك رابطه�ى هم�ارزى است.
≡ بايـد ثـابـت كـرد كـه رابـطـه�ى اثـبـات:

mداراى سه خـاصـيـت 
ى است:ّانعكاسى، تقارنى و تعد

(انعكاسى)     
  ∀a ∈Z  ,  a − a = (0)m ⇒ a ≡

m
a )Wال

∀a, b ∈Z  ,  a ≡
m

b ⇒ m|a − b ⇒ m|− (a − b) )ب

⇒  (تقارنى) m|(b − a) ⇒ b ≡
m

a

∀a, b, c ∈Z  ,  a ≡
m

b  ,  b ≡
m

c ⇒ m|(a − b)  ,  m |(b − c) )ج

⇒  ى)ّ(تعد m|(a − b) + (b − c) ⇒ m|(a − c) ⇒ a ≡
m

c

≡در اين�جا، ثابت شد كه رابطه�ى 
mيك رابطه�ى هم�ارزى است ،

و چون هر رابطه�ى هم�ارزى، هر مجموعه�ى تعريW شـده روى آن
≡را افراز مى�كند، بنابراين، رابطه�ى 

m مجموعه�ى Zرا افراز مى�كند 
، كلاسZو بنا به تعريW كلاس�هـاى هـم�ارزى، بـراى هـر عـضـو 

هم�ارزى يا دسته�ى هم�نهشتى، به�صورت زير تعريW مى�شود:

∀a ∈Z  ,  [a] = x ∈Z|x ≡
m

a⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

، آن�گاه خواهيم داشت:m=٢براى مثال، اگر 

  
[0] = x ∈Z|x ≡

2
0⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= x ∈Z|x = 2k{ }

                                                               = ..., −4, −2,0,2,4, ...{ }

  
[1] = x ∈Z|x ≡

2
1⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= x ∈Z|x = 2k +1{ }

                                                         = ..., −3, −1,1, 3, ...{ }
2  بديهى است كه  [2]  ، پس [0]∋ = 3   و هم�چنيـن [0] ∈[1]،

[3]  پس  =  كـهa. به�همين ترتيب، براى هر عضو دل�خواه مثـل [1]
  a [a]   داريـم [0]∋ =  كـهb و بـراى هـر عـضـو دل�خــواه مــثــل [0]
  b [b]  ، خواهيم داشت [1]∋ = ≡  . بنابراين رابطه�ى [1]

، فقط دو2
 را افرازZكلاس يا دسته�ى هم�نهشتى دارد كـه ايـن دو مـجـمـوعـه، 

مى�كنند:
[0]∋0  (زيرا:   ,  1∈[1](  [0] ≠ ∅  ,  [1] ≠ ∅)Wال

  [0]I[1] = ب( ∅
  [0]U[1] = Z)ج

≡رابطه�ى : ١تذكر
m داراى ،m] ١]، [° دسته�ى هم�نهشتـى،[

m]  ]،… و٢[  است. در حالت كلى، دسته�ى هم�نهشتى عـدد[1−
 نشان مى�دهيم.m[a] را با نماد m به پيمانه�ى aمفروض 

x شرط لازم و كافى براى آن�كه .٢تذكر ∈[a]mآن است كه ،
xداشته باشيم:  ≡

m
a.

 تقسيم كنيم و باقى�مانده�ىm را بر a اگر عددى مثل :٢قضيه�ى
a) نشان دهيم rتقسيم را به  = mq + r):آن�گاه خواهيم داشت ،

a ≡
m

r

a با توجه به فرض قضيه، يعـنـى اثبات: = mq + rمى�تـوان ،
aنوشت  − r = mq يا m|a − r:پس .

a ≡
m

r

، مى�توان عدد هم�نهشت با عدد٢ه از قضيـه�ىد با استفانتيجه:
ل�خواه را محاسبه كرد. يعنى كافى است عدددمفروض به پيمانه�ى 

 نظر را به پيمانه تقسيم كنيم و باقى�مانده�ى تقسـيـم را بـه�دسـتدمور
آوريم.

.د را بيابي١٧ به پيمانه�ى ٣٣٤ هم�نهشت با دد عمثال:
اشت:د، خواهيم ١٧ بر ٣٣٤ با توجه به تقسيم حل:

  334 = 17 ×19 +11⇒ 334 ≡
17

11

a،اگر s و kهاى صحيح دد براى ع:٣قضيه�ى  ≡
m

b،:آن�گاه 

a + km ≡
m

b + sm

a با توجه به فرض اثبات: ≡
m

b،:مى�توان نوشت 

  a − b = t1m
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هم�چنين:

  
(a + km) − (b + sm) = (a − b) + m(k − s

t2
{) = t1m + t2m

  

= (t1 + t2

q
123

)m = qm

پس:

(a + km) − (b + sm) = qm ⇒ a + km ≡
m

b + sm

و طرف يك رابطه�ى هم�نهشتـى، هـر مـضـربد اگر بـه نتيجـه:
لدصحيحى از پيمانه را اضافه كنيم، هميشه به يك هم�نهشتـى مـعـا

k  . در حالت خاص، با فرض دخواهيم رسي = اشت:د خواهيم ،0

a ≡
m

b + sm

وطرف يا يك طرف هر رابطه�ى هم�نهشتى رادبنابراين، هميشه 
ازه�ى هر مضرب پيمانه تغيير داد. براى مثال، هم�نهشتىدمى�توان به ان

  a ≡
5

− ل هم�نهشتى د معا،3
  a ≡

5
5 − يا  3

  a ≡
5

است. 2
، ثابت كنيد:د صحيح باش عددىaر صورتى�كه د مسئله:

  a ≡
2
a  يا  0 ≡

2
1

≡   رابطه�ى حل:
]١] و [°و مجموعه�ى [د را به Z مجموعه�ى ،2

U[1][0]   و با توجه به تعريW افراز، بايد دافراز مى�كن = Z.پس اگر 
a عـدد صـحـيـح دل�خـواهـى بـاشـد، بـايـد   a a   يـا 2[0]∋ ∈[1]2.

بنابراين، برطبق تعريW دسته�هاى هم�نهشتى خواهيم داشت:

  a ∈[0]2 ⇒ a ≡
2
0 ;  a ∈[1]2 ⇒ a ≡

2
1

 هم�نهشت�اند» را با يكىm به پيمانه�ى b و a گزاره�ى «: ١تذكر 
از نمادهاى زير نشان مى�دهند:

m (a(پيمانه�ى ≡ b )�٢a ≡
m

b )١
(modm)a ≡ b  )هنگ�٤) m (a ≡ b )�٣

m به پيمـانـه�ى b و a نبـاشـد، m مضـرب (a-b)در�صورتى�كـه 

ناهم�نهشت�اند. در اين�صورت مى�نويسيم:
m (a(پيمانه�ى /≡ b

 بخش�پذير است. بنابراين،هر١مى�دانيم هر عددى بر : ٢تذكر
 هم�نهشت�اند. به همين دليل در  عمل،١دو عدد صحيح به پيمانه�ى 
 مورد نظر ما خواهند بود.١هميشه پيمانه�هايى غير از 

 هم�نهشت�اند،m به پيمانه�ى b و a دو عدد صحيح  :٤قضيه�ى
 باشد.m بر b برابر باقى�مانده�ى m بر aاگر و تنها اگر باقى�مانده�ى 

 هم�نهشت�اند، مى�توانm به پيمانه�ى b وa با فرض اين�كه اثبات:
نوشت:

)١          (a ≡
m

b ⇒ a − b = km  ;  a = b + km

 باشد:r برابر m بر bاگر باقى�مانده�ى 
)٢        (  b = sm + r  ;  0≤ r < m

 نتيجه مى�شود:٢و١از رابطه�هاى 
  a = (sm + r) + km  ;  a = (k + s)m + r  ,  0≤ r < m

a است. يعنى m بر a باقى�مانده�ى rاين برابرى نشان مى�دهد كه 

 هم باقى�مانده�اند.bو 
 برابر باشد:m بر b و a: بافرض اين�كه باقى�مانده�ى به�عكس

a = km + r

b = ′k m + r
⎧
⎨
⎩

⇒ a − b = m(k − ′k )  ;  a ≡
m

b

هم�نهشتى در واقع تعميم بـرابـرى اسـت و رفـتـار آن درتوجـه: 
ضرب، مانند جمع و ضرب معمولى است. برخىارتباط با جمع�و

از اين خواص را در قضيه�ى زير آورده�ايم.
 اعداد صحيـحc و a ،b طبيعى ثابـت و دد عmاگر : ٥قضيـه�ى

دل�خواه باشند، در اين�صورت خواص زير برقرار است:

  

1)a ≡
m

a

2)a ≡
m

b ⇒ b ≡
m

a

  3)a ≡
m

b  ,  b ≡
m

c ⇒ a ≡
m

c

  4)  a ≡
m

b  ,  c ≡
m

d ⇒ a + c ≡
m

b + d

  5)  a ≡
m

b  ,  c ≡
m

d ⇒ ac ≡
m

bd

  6)  a ≡
m

b ⇒ a k ≡
m

bk  (k ∈|N)

  7)  a ≡
m

b  ,  a ≡
n

b ⇒ a ≡
[m,n]

b

  8)  a ≡
m

b  ,  b ≡
n

c ⇒ a ≡
(m,n)

c

  9)  a ≡
m

b ⇒ (a, m) = (b, m)

  10)  ac ≡
m

bc  ,  (m,c) = d ⇒ a ≡

m

d
b

  11)  a ≡
m

1⇔ (a, m) = 1

در اين�جا، هر قسمـت را بـه�طـور خـلاصـه و مـخـتـصـر اثـبـات
مى�كنيم:

a   داريم a. مى�دانيم بـراى هـر ١ − a = (0)mپس مى�تـوان ،
نوشت:

a ≡
m

a

a. اگـــــر ٢ ≡
m

b در ايـــــن صـــــورت ،a − b = kmو يـــــا 

b − a = (−k)m :پس ،b ≡
m

a
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a. با فرض ٣ ≡
m

b و b ≡
m

c:خواهيم داشت ،
a − b = km

b − c = ′k m
⎧
⎨
⎩

⇒ a − c = (k + ′k )m ⇒ a ≡
m

c

a. با فرض ٤ ≡
m

b و c ≡
m

d:خواهيم داشت ،
a − b = km

c − d = ′k m
⎧
⎨
⎩

⇒ (a + c) − (b + d) = (k + ′k )m

⇒ a + c ≡
m

b + d

 در حالت خاص خواهيم داشت::١نتيجه�ى 

a ≡
m

b ⇒ a ± c ≡
m

b ± c

 به استقرا مى�توان نشان داد كه اگر داشته باشيم::٢نتيجه�ى 

  

a1 ≡
m

b1

a2 ≡
m

b2

L L L

M

L L L

ak ≡
m

bk

آن�گاه:

  a1 + a2+L+ak ≡
m

b1 + b2+L+bk

a. با فرض ٥ ≡
m

b و c ≡
m

d:خواهيم داشت ،
a − b = km

c − d = ′k m
⎧
⎨
⎩

       ;      
a = b + km

c = d + ′k m
⎧
⎨
⎩

از ضرب دو رابطه�ى فوق خواهيم داشت:

ac = bd + (b ′k + dk + k ′k m)m ⇒ ac ≡
m

bd

 در حالت خاص خواهيم داشت::١نتيجه�ى

a ≡
m

b ⇒ ac ≡
m

bc

به استقرا مى�توان نشان داد كه اگر داشته باشيم:: ٢نتيجه�ى 

  

a1 ≡
m

b1

a2 ≡
m

b2

L L L

M

L L L

ak ≡
m

bk

آن�گاه:

  a1a2Lak ≡
m

b1b2Lbk

 فرض كنيم:٢. اگر در نتيجه�ى ٦
  a1 = a2 =L= ak = a  ,  b1 = b2 =L= bk = b

خواهيم داشت:

a ≡
m

b ⇒ ak ≡
m

bk

a. بـا فــرض ٧ ≡
m

b و a ≡
n

bبـه تـرتـيـب مـى�تـوان نــوشــت ،
n |(a − b)  ,  m |(a − b):پس .

m, n[ ] (a − b) ⇒ a ≡
m,n[ ]

b

a اگـر نتـيـجـه: ≡
m

b و a ≡
n

bو   (m, n) = ، بديهـى اسـت كـه1
m, n[ ] = mn:پس .

a ≡
mn

b

,m). با فرض ٨ n) = d خواهيم داشت ،d m و d n:پس .

  

d m

m (a − b)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ d|(a − b)(1)  ,  

d n

n (b − c)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

  d|(b − c)  (2) ⇒
(1),(2)

d (a − b) + (b − c) ⇒ d (a − c) ⇒ a ≡
d

c

,a)  . با فـرض ٩ m) = d1 و   (b, m) = d2ثابـت مـى�كـنـيـم ،
  d2 = d1.

a با توجه به فرض، يعنى  ≡
m

bداريم ،a − b = km:پس .

  
(a, m) = d1 ⇒

d1 a

d1 m;d1 km

⎧
⎨
⎩

⇒ d1 a − km = b

d1  مـى�دانـيـم اگــر  bو   d1 m آن�گـاه،   d1 (b, m) = d2و در 
d1   نتيجه خواهيم داشت:  ≤ d2

d2  به همين ترتيب، مـى�تـوان ثـابـت كـرد كـه  d1يا   d2 ≤ d1.
d2  بنابراين در كل ثابت مى�شود: = d1.

ac. بـا فـرض١٠ ≡
m

bc خـواهـيـم داشــت ،m (ac − bc)يــا 
m c(a − b):پس .

                                                                       
)d(تقسيم بر 

c(a − b) = km ⎯ →⎯⎯ c
d

(a − b) = m
d

k

                                           ⇒ m
d

c
d

(a − b)

           
  

(
m

d
,
c

d
)=1

⎯ →⎯⎯⎯ m
d

(a − b) ⇒ a ≡

m

d
b

                                                                 
(لم اقليدس)

ac اگر نتيجه: ≡
m

bc و   (m,c) = a، آن�گاه 1 ≡
m

b.
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a  . بــا فــرض ١١ ≡
m

a  ، خــواهــيــم داشـــت 1 −1= kmيــا 
  a = km ,a)  . پـس: 1+ m) = ,a)   و به�عكـس، اگـر 1 m) = 1،

a  خواهيم داشت  = km a   يا 1+ −1= km :پس .
  a ≡

m
1.

,a)   با فرض نتيجه: m) = ، خواهيم داشت:1

  (n ∈|N)      a n ≡
m
1

a به�طور كلى، اگـر نكتـه: ≡
m

r 0   و≤ r < mدر اين�صـورت ،
 است.r برابر m بر aباقى�مانده�ى 

Ábý qŠ qzU��
 هم�نهشت٧، با چه عددى بين صفر و ٧ به پيمانه�ى ١٣٤. عدد ١

است؟
 تقسيم مى�كنيم:٧ را بر ١٣٤ ابتدا عدد حل:

  134 = 19(7) +1

بديهى است، باقى�مانده�ى اين تقسيم، جواب مسئله است:

(7)19  (زيرا:  ≡
7
0(  134≡

7
1

a  . با فرض ٢ ≡
5

− a  ، نشان دهيد 2 ≡
5

3.
5   با توجه بـه حل: ≡

5
، مى�توان به طرف دوم فرض، صفـر را0

افزود:

  5 ≡
5
0− 2≡

5
5 − 2≡

5
3 ⇒ a ≡

5
3

a  . با فرض ٣ ≡
9

 را به�دست آوريد.٩ بر a، باقى�مانده�ى 79
≡72   (زيرا: حل:

9
0(    

  a ≡
9

72 + 7 ⇒ a ≡
9

7
بيابيد. ٢٩ را بر 221  ، 47  ، 27  . باقى�مانده�ى تقسيم ٤

حل:

  2
7 = 128 = 4(29) +12 ⇒ 27 ≡

29
12

  4
7 = 214 = (27 )2 ≡

29
(12)2 ≡

29
144 ≡

29
28

  2
21 = (27 )3 ≡

29
(12)3 ≡

29
1728 ≡

29
59(29) +17 ≡

29
17

. باقى�مانده�ى تـقـسـيـم ٥
  
5 × (41)83[  را به�دسـت٩ بـر 1379[

آوريد.
حل:

  41≡
9

5  ,  53 ≡ 125 ≡
9

8 ≡
9

−1⇒ 53 ≡
9

−1

  (5
3 )27 ≡

9
(−1)27 ≡

9
−1⇒ 581 × 52 ≡

9
(−1) × 52 ⇒ 583 ≡ −25

  (41)83 ≡
9

583 ≡
9

− 25 ≡
9
27 − 25 ≡

9
2 ⇒ 5 × (41)83 ≡

9
10≡

9
1

  
⇒ 5 × (41)83[ ]1379

≡
9
1

802(32)  . باقى�مانده�ى تقسيم ٦ +  را بيابيد.١٥ بر 31

حل:

  2
5 = 32 ≡

15
2  ,  24 ≡

15
1 ,  (24 )200 ≡

15
1 ;  2800 × 22 ≡

15
22

  2
802 ≡

15
4  ,  32802 ≡

15
2802 ⇒ 32802 ≡

15
4  ;  32802 + 31≡

15
4 + 31

32802  (باقى�مانده�ى تقسيم)   + 31≡
15

35 ≡
15

5 ⇒ r = 5

9  . باقى�مانده�ى تقسيم ٧ ×  را بيابيد.٧ بر 2001(7006)

حل:
;

  7006≡
7

6≡
7

−1 ;  (7006)2001 ≡
7
(−1)2001 ≡

7
−1

  9 × (7006)2001 ≡
7

− 9≡
7

5  ;  9 × (7006)2001 ≡
7

5 ⇒ r = 5

2)  . باقى�مانده�ى تقسيم ٨
13 −  را بيابيد.٢٣ بر (4

حل:

  2
6 ≡

23
18 ≡

23
− 5  ,  25 ≡

23
9 ⇒ 26 × 25 ≡

23
− 45 ≡

23
1

  2
11 ≡

23
1 ;  22 × 211 ≡

23
22  ;  213 ≡

23
4  ;  213 − 4 ≡

23
0⇒ r = 0

s¹dLð

x  . اگر ١ ≡
5

 چه عددى است؟٥ برx، باقى�مانده�ى 37
8x   دهـد، ٧ باقـى�مـانـده�ى ١٣ بـر x. اگـر ٢  چـه١٣، بـر 1−

باقى�مانده�اى مى�دهد؟
 دهــــــد و٤ بــــــاقــــــى�مــــــانـــــــده�ى ٧ بـــــــر n. اگــــــر ٣

  x = n3 + 3n2 + 4n  چه عددى است؟٧ بر x، باقى�مانده�ى 1+
٥ و ٣ به ترتيب برابـر ٨ و ٧ بر x. اگر باقى�مانده�هاى تقسيـم ٤

 چه عددى است؟٥٦ بر xباشند، باقى�مانده�ى تقسيم 
 چه عددى است؟١٣ بر 1377(64)  . باقى�مانده�ى تقسيم ٥
k  . باقى�مانـده�ى تـقـسـيـم ٦ = 661377 +  چـه١٣بر  651377

عددى است؟
s  . باقى�مانده�ى تقسيم ٧ = (67 ×  چه عـددى١٣ بر 1377(68

است؟
 چه عددى است؟١٩ بر عدد 71382  . باقى�مانده�ى تقسيم ٨
 چه عددى است؟٦١ بر عدد 111383  . باقى�مانده�ى تقسيم ٩

 را تعيين كنيد.٤١ بر عدد 13581385  . باقى�مانده�ى تقسيم ١٠
N  . باقى�مانده�ى تـقـسـيـم ١١ = 1957  را١٧ بر عـدد 1375+

تعيين كنيد.
a  . باقى�مانده�ى تقسيم ١٢ =  را بيابيد.٧ بر عدد 2005(7006)5

ادامه دارد…


