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ايـــن بـــخـــش در مـــورد
«مــــــجـــــــمـــــــوع�هـــــــا و
١حاصل�ضرب�هـاى ادغـامـى»

در مـثـلـثـات اسـت. مـسـائـل
مـربـوط بـه «اصـل ادغـامـى در
جــبــر»، مــوضــوع يــكـــى از

بخش�هاى بعدى است.
در مسائل شامل مجموع�ها،
شيوه�ى كار، استفاده از اتحادهاى
مثلثاتى براى نوشتـن مـجـمـوع بـه

صورت

  
F(k +1) − F(k)[ ]

k =1

n

∑
و سپس حذف جمله�ها براى به�دست

F(n  آوردن  +1) − F(1)اسـت. بــه�طــور 
مشابه، براى حاصل�ضرب�ها:

  
∏
k =1

n F(k +1)
F(k)

= F(n +1)
F(1)

در ايــن مــورد، يــكــى از مــثــال�هــا، مــحــاســبـــه�ى

  
    cos kx
k =1

n∑ است. با فرض   x ≠ 2mπ و صحيح بودن m،
2sin  آن را در  x /  ضرب مى�كنيم. از فرمـول ضـرب بـه جـمـع2

حاصل�ضرب يك سينوس و يك كسينوس، به�دست مى�آوريم:

  

2 sin
k =1

n

∑ x
2

cos kx = (sin(k + 1
2

)x − sin(k − 1
2

)x)
k =1

n

∑
= sin(n + 1

2
)x − sin

1
2

x

اىهـــــــــــيادپــــــــــ الم
هـــــــــار با

يان
ا و �هـــــمجموع�

 غلامرضا ياسى�پور●



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

 ٣
هار 

ب
١٣٨

٧

٣ ٩

متو
سطه

به اين ترتيب، مجموع اوليه عبارت است از:

  
(sin(n + 1

2
)x) / (2sin(x / 2)) − 1

2

x  البته زمانى كه  = 2mπ ،m صحيح، پاسخ n.است 
براى مثال دوم، از فرمول مـربـوط بـه تـابـع تـانـژانـت اسـتـفـاده

مى�كنيم.
مجموع:

  
tg−1

k =0

n

∑ 1
k2 + k +1

tg  را محاسبه كنيد كه در آن، 
 قرار دارد.arctg به جاى تابع 1−

در حل اين مثال، از فرمول تفريق مربوط به تانژانت، يعنى

  
tg(a − b) = tga − tgb

1+ tga tgb

، يعنى فرمول:arctgاستفاده مى�كنيم كه فرمول مربوط به 

  
tg−1u − tg−1v = tg−1 u − v

1+ uv

را به دست مى�دهد.
ak  بـراى سـادگـى كـار، قـرار مــى�دهــيــم  = tg−1xدر ايــن .

صورت:

  

1
k2 + k +1

= k +1− k
1+ k(k +1)

= tg(ak +1 − ak )

درنتيجه، مجموع مورد محاسبه برابر است با:

  

tg−1

k =0

n

∑ (tg(ak +1 − ak )) = (ak +1 − ak )
k =0

n

∑ = an+1 − a0

= tg−1(n +1)

در حل مسائل زير، از شيوه�هاى مشابهى مى�توان استفاده كرد.

. ثابت كنيد:١

  

sin x
cos x

+ sin2x

cos2 x
+L+ sin nx

cosn x
= cot g x − cos(n +1)x

sin x cosn x

به ازاى هر 
  
x ≠ k

π
2

 ،k.صحيح، برقرار است 

. ثابت كنيد:٢

  

1
cos0˚cos1˚

+ 1
cos1˚cos2˚

+L+ 1
cos88˚cos89˚

= cos1˚

sin21˚

 عددى حقيقى وa عددى صحيح و مثبت و n. فرض مى�كنيم ٣
aچنان باشـد كـه  / πعددى گنگ يا اصم اسـت. مـجـمـوع زيـر را 
محاسبه كنيد.

  

1
cosa − cos 3a

+ 1
cosa − cos5a

+L+ 1
cosa − cos(2n +1)a

. اتحاد زير را اثبات كنيد.٤

  
tg−1

k =1

n

∑ 1
2k2 = tg−1 n

n +1

a. مجموع زير را كه در آن ٥ ≠ kπ ،kصحيح است، محاسبه 
كنيد.

  

1
2n

n=1

∞

∑ tg
a

2n

. ثابت كنيد كه:٦

  
3n−1

n=1

∞

∑ sin3 a

3n = 1
4

(a − sin a)

n. ثابت كنيد ميانگين اعداد ٧ sin n˚ ،  n = 2,4,6,L,180

cot  برابر  g1˚.است 
 و هر عدد حقيقىn. ثابت كنيد به ازاى هر عدد صحيح و مثبت ٨

لثاتثـــــدر م
)٩(ضىايـــــــــر

ادغامى در مثلثاتاىهـــــحاصل ضرب�
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)
  
x ≠ kπ

2m،  m = 0,1,L, n ،kصحيح (،

  

1
sin2x

+ 1
sin 4x

+L+ 1

sin2n x
= cot g x − cot g2n x

. محاسبه كنيد.٩

  

tg1
cos2

+ tg2
cos4

+L+ tg2n

cos2n+1

، داريم:x. ثابت كنيد به ازاى هر عدد حقيقى ناصفر ١٠

  
∏
n=1

∞
cos

x

2n = sin x
x

n  . ثابت كنيد به ازاى هر عدد صحيح ١١ >1:

  
cos

2π
2n −1

cos
4π

2n −1
Lcos

2n π
2n −1

= 1
2n

. حاصل�ضرب زير را محاسبه كنيد.١٢

  
∏
k =1

n
(1− tg2 2k π

2n +1
)

 عددى حقيقىx عددى صحيح و مثبت، و n. فرض مى�كنيم ١٣

متفاوت از 
  
2k +1(

π
3

+ lπ) ،  k = 1,2,L, n و ،l.صحيح باشـد 

حاصل�ضرب زير را محاسبه كنيد.

  
∏
k =1

n
(1− 2cos

x

2k )

. ثابت كنيد.١٤

  
∏
k =1

n
(1+ 2cos

2π. 3k

3n +1
) = 1

—œ v?�U?žœ« ÈU?¼Å»d?{Åq?�UŠ Ë U¼ÅŸuL−� ÈU¼ÅaÝUÄ

 U¦K¦�

. فرمول مجموع كسينوس�ها مستلزم اين است كه:١
  sin kx sin x = cos kx cos x − cos(k +1)x

 عدد صحيح و مثبت دل�خواهى اسـت. بـا تـقـسـيـمkكه در آن 
sinدو�طرف اين برابرى به  x cosk x:به�دست مى�آوريم 

  

sin kx

cosk x
= cos kx

sin x cosk −1 x
− cos(k +1)x

sin x cosk x

داريم:

  

sin x
cos x

+ sin2x

cos2 x
+ sin 3x

cos3 x
+L+ sin nx

cosn x

  
= cos x

sin x
− cos2x

sin x cos x
+ cos2x

sin x cos x
− cos 3x

sin x cos2 x

                    
  
+L+ cos nx

sin x cosn−1 x
− cos(n +1)x

sin x cosn x

                                            
  
= cot g x − cos(n +1)x

sin x cosn x

و اتحاد ثابت مى�شود.
(Ionescu-Tiu, C. , Vidrascu, M., Exercitii si probleme

de trigonometrie (Exercises and problems in

trigonometry), Ed. Didacticǎ si Pedagogicǎ,  Bucharest,

1969)

 به دست مى�آوريم:˚sin1  . با ضرب رابطه در ٢

  

sin1˚
cos0˚cos1˚

+ sin1˚
cos1˚cos2˚

+L+ sin1˚
cos88˚cos89˚

= cos1˚
sin1˚

اين رابطه را مى�توان به صورت زير بازنويسى كرد:

  

sin(1˚−0˚)
cos1˚cos0˚

+ sin(2˚−1˚)
cos2˚cos1˚

+L+ sin(89˚−88˚)
cos89˚cos88˚

= cot g1˚

از اتحاد
sin(a − b)
cosa cos b

= tga − tgb

نتيجه مى�گيريم كه سمت چپ آن برابر است با

  
∑

k =1

89
tgk˚−tg(k −1)˚[ ] = tg89˚−tg0˚= cot g1˚

و اتحاد به اثبات مى�رسد.
(USAMO, 1992)

. مجموع را به صورت زير تبديل مى�كنيم:٣

  
∑

k =1

n 1
cosa − cos(2k +1)a

= 1
2

∑
k =1

n 1
sin ka sin(k +1)a

، به�صورتsinaمانند مسئله�ى قبل، مجموع، پس از ضرب در 
زير درمى�آيد:

  

1
2

∑
k =1

n sin (k +1)a − ka( )
sin ka sin(k +1)a

= 1
2

∑
k =1

n
(cot gka − cot g(k +1)a)

           
  
= 1

2
(cot ga − cot g(n +1)a)

بنابراين، پاسخ مسئله عبارت است از:
  (cot ga − cot g(n +1)a) / (2sin a)

. داريم:٤

  
∑

k =1

n
tg−1 1

2k2 = ∑
k =1

n
tg−1 (2k +1) − (2k −1)

1+ (2k −1)(2k +1)
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 (مقدمه را ملاحظـه كـنـيـد)،arctgبا استفاده از فرمول تـفـريـق 
مجموع اخير به صورت زير درمى�آيد:

  
∑

k =1

n
(tg−1(2k +1) − tg−1(2k −1))

كه برابر است با:

  
tg−1(2n +1) − tg−1(1) = tg−1 (2n +1) −1

1+ (2n +1)
= tg−1 n

n +1

. توجه داشته باشيد كه:٥

  
tgx = 1

tgx
− 1− tg2x

tgx
= 1

tgx
− 2

1
tg2x

= cot gx − 2cot g2x

كه مستلزم اين است كه:

  

1
2n tg

a

2n = 1
2n cot g

a

2n − 1
2n−1 cot g

a

2n−1

اين مجموع ادغام مى�شود و پاسخ زير را به�دست مى�دهد:

  
lim
n→∞

1
2n cot g

a

2n − cot ga

/1  حد اخير برابر  a:است، زيرا 

  
lim
x→0

x cot gax = lim
x→0

cosax
x

sin ax
= 1

a

/1  بنابراين، پاسخ مسئله برابر  a − cot ga.است 
(T. Andreescu)

sin  . با استفاده از اتحاد ٦ 3x = 3sin x − 4sin3 x

ملاحظه مى�كنيم كه:

  
3n−1 sin3 a

3n = 1
4

(3n sin
a

3n − 3n−1 sin
a

3n−1 )

درنتيجه، اين مجموع ادغام مى�شود و برابر است با:

  

1
4

lim
n→∞

sin
a

3n

1
3n

− 1
4

sin a

با استفاده از اين موضوع كه:

  

lim
n→∞

sin
a

3n

1
3n

= lim
x→0

sin ax
x

= a

a)  نتيجه مى�گيريم، مقدار مجموع برابر است با  − sin a) / 4.
. مجموع زير را محاسبه مى�كنيم.٧

  
∑

k =1

90
k sin(2k)˚sin1˚

با تبديل حاصل�ضرب�ها به مجموع داريم:

  
k

k =1

90

∑ cos(2k −1)0 − k cos(2k +1)0

           
  
= (k − (k −1)) cos(2k −1)0 − 90cos1810

k =1

90

∑

                                         
  
= cos(2k −1)0

k =1

90

∑ − 90cos10

از آن�جا كه
  cos(1800 − x) = − cos x

جملات مجموع اخير، دوبه�دو حذف مى�شوند. در نتيجه عبارت
 و گرفتـنsin10  است. با تقـسـيـم بـر 90cos10  محاسبـه�شـده بـرابـر 

 را به�دست مى�آوريم.cos10  ميانگين، 
راه�حل ديگرى نيز با استفاده از اعداد مختلط، امكان�پذير است.

sin  در اين مورد  n0:را به�صورت

  (eiπn /180 − e− iπn /180) / (2i)

بيان و از اين موضوع استفاده مى�كنيم كه:

  
x + 2x2+L+nxn = nxn+1

x −1
− xn+1 − x

(x −1)2

اين فرمول را مى�توان با استقرا يا مشتق گرفتن از
  1+ x + x2+L+xn = (xn+1 −1) / (x −1)

T.Andreescu].با طرح از: [USAMO, 1996به اثبات رساند

. داريم:٨

  

1
sin2x

= 2cos2 x − (2cos2 x −1)
sin2x

= 2cos2 x
2sin x cos x

− 2cos2 x −1
sin2x

                           
  
= cos x

sin x
− cos2x

sin2x
= cot gx − cot g2x

اين رابطه نشان مى�دهد كه سمت چـپ ادغـام مـى�شـود و اتـحـاد
].١٩٦٦به�دست مى�آيد [هشتمين المپياد رياضى، 

. داريم:٩

  

tga
cos2a

= tga(1+ tg2a)

1− tg2a
= 2tg − tga(1− tg2a)

1− tg2a

                                 
  
= 2tga

1− tg2a
− tga = tg2a − tga

بنابراين، مجموع مسئله به�صورت زير درمى�آيد:

  tg2 − tg1+ tg4 − tg2+L+tg2n+1 − tg2n = tg2n+1 − tg1
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. از فرمول دو برابر زاويه�ى سينوس حاصل مى�كنيم:١٠
  cos u = sin2u / (2sin u)

در نتيجه مى�توان نوشت:

  

∏
n=1

∞
cos

x

2n = lim
k→∞

∏
n=1

k
cos

x

2n = lim
k→∞

∏
n=1

k 1
2

.
sin

x

2n−1

sin
x

2n

  
  

= lim
k→∞

1
2k

sin x

sin
x

2k

= sin x
x

lim
k→∞

x

2k

sin
x

2k

= sin x
x

xاين حد، بـه ازاى  = π براى يافتن مقـدارارشميدس ، توسط
 به�كار رفته است. در واقع، آن�چه كه ارشميدس انجام داد،تقريبى 

محاسبه�ى تقريبى طول دايره با استفاده از پيرامون چندضلعى منتظم با
  2k.ضلع محاطى بود و محاسبه�اش به فرمول فوق تبديل مى�شود 

sin((2π)  . در صورتـى�كـه سـمـت چـپ را در ١١ / (2n −1))

  از فرمول دو برابر زاويه�ى سينوس استفاده به�عملًضرب كنيم و متواليا
آوريم حاصل مى�كنيم:

  
2n sin

2π
2n −1

cos
2π

2n −1
cos

4π
2n −1

Lcos
2n π

2n −1

  
= 2n−1 sin

4π
2n −1

cos
4π

2n −1
Lcos

2n π
2n −1

=L

  
= sin

2n+1π
2n −1

= sin(2π + 2π
2n −1

) = sin
2π

2n −1

از آن�جا كه حاصل�ضرب مورد محاسبه از اين رابطه، با تقسيم بر
  sin((2π) / (2n  به�دست مى�آيد، نتيجه حاصل مى�شود:((1−

(Romanian high school text book)

. اتحاد ١٢
  
1− tg2x = 2tgx

tg2x

رابطه�ى زير را به�دست مى�دهد:

  

1− tg2 2k π
2n +1

= 2
tg

2k π
2n +1

tg
2k +1π
2n +1

و نتيجه مى�شود كه حاصل�ضرب مورد بحث به مورد ذيل ادغام
مى�شود:

  

2n
tg

2π
2n +1

tg
2n+1π
2n +1

= 2n
tg

2π
2n +1

tg(2π − 2π
2n +1

)
= −2n

(T.Andreescu)

. مى�توان نوشت:١٣

  
1− 2cosa = 1− 4cos2 a

1+ 2cosa
= 1− 2(1+ cos2a)

1+ 2cosa

                                                     
  
= − 1+ 2cos2a

1+ 2cosa

نتيجه مى�گيريم كه حاصل�ضرب مسـئـلـه بـه�صـورت زيـر ادغـام
مى�شود:

  

(−1)n 1+ 2cos x

1+ 2cos
x

2n

و اتحاد به اثبات مى�رسد.
. داريم:١٤

  1+ 2cos2ak = 1+ 2(1− 2sin2 ak ) = 3 − 4sin2 ak

                  
  
= sin 3ak

sin ak

كه در آن

  
ak = 3k π

3n +1

درنتيجه، حاصل�ضرب به مورد زير ادغام مى�شود:

  

sin 3an

sin a1

=
sin

3n+1π
3n +1

sin
3π

3n +1

صورت كسر اخير برابر است با:

  
sin(3π − 3π

3n +1
) = sin

3π
3n +1

و درنتيجه، برابر مخرج همين كسر است. به اين ترتيب، راه�حل
مسئله كامل مى�شود.

(T. Andreescu)

نويسزير
1. telescopic


