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vÞdý ÈÅtOC�
pهر قضيه كه به صورت تركيب شرطى  ⇒ q ) اگرp آن�گاه q(

 را نتيجه گرفت، قضيه�اىq بتوان درستى pباشد و با توجه به درستى 
pشرطى است. در قضيه�ى شرطى  ⇒ q ،p را فرض و qرا حكم 

قضيه مى�ناميم.
x   ثابت كنيد اگر مثال: > 2x  ، آن�گاه 2 − 3 >1.
حل:

x  فرض:  > 2

2x  حكم:  − 3 >1

براى اثبات اين مطلب، بايد با توجه به درستى فرض، به درستى
حكم رسيد.

  x > 2 ⇒ 2x > 4 ⇒ 2x − 3 > 4 − 3 ⇒ 2x − 3 >1

x   ثابت كنيد اگر مثال: 4  ، آن�گاه 1< − x2 < 3.
حل:

x  فرض:  >1

4  حكم:  − x2 < 3

  x >1⇒ x2 >1⇒ −x2 < −1⇒ 4 − x2 < 4 −1⇒ 4 − x2 < 3

اگر در مثال قبل، جاى فرض و حكم را عوض كنيـم، گـزاره�ى

Á—Uý«

در شـمـاره�هـاى قـبــل راجــع بــه درك

شــهــودى، اســتــدلال�هــاى اســتــقــرايــى و

قياسى و محدوديت�هاى آن�ها، استدلال

استنتاجى و مثال نقض صحبت كرديـم.

اينك در ادامه�ى آن، استدلال�هـاى ديـگـر

رياضى را مطرح مى�كنيم.
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4  شرطى «اگر  − x2 < x   آن�گاه 3 » به دست مى�آيد. اكنون اگر1<
4  با فرض درستى  − x2 < x   بتوان به درستـى 3  رسيد، در اين1<

صورت، عكس قضيه�ى شرطى، يك قضيه�ى شرطى است. در غير
اين صورت، عكس قضيه�ى شرطى، يك قضيه�ى شرطى نيست.

  4 − x2 < 3 ⇒ 4 − x2 − 4 < 3 − 4 ⇒ −x2 < −1⇒ x2 >1

       x < ⇒   يا1− x >1

4  همان�طور كه ملاحظه مى�كنيد، با فرض درستى  − x2 < 3،
x)  به  < x)   يا (1− x)   رسيديم و نتوانستيم فقط درستـى (1< >1)

را ثابت كنيم. درنتيجه، عكس اين قضيه�ى شرطى برقرار نيست.

vÞdý ÈÅtOC� fJŽ
pهرگاه  ⇒ qيك قضيه�ى شرطى باشد، چنان�چه در اين قضيه 

qجاى فرض و حكم را با هم عوض كنيم، گزاره�ى  ⇒ pبه دست 
qمى�آيد. حال در صورتى كه  ⇒ pيك قضيه�ى شرطى باشد، به آن 

pقضيه�ى شرطى عكس  ⇒ q.گوييم 
x   قضيه�ى «اگر مثال: > −  ، آن�گاه 5− 4x −18 < » را درنظر2

بگيريد. آيا عكس آن، يك قضيه�ى شرطى است؟
 ابتدا عكس قضيه�ى شرطى را مى�نويسيم:حل:
−  «اگر  4x −18 < x   آن�گاه 2 > −5«

  −4x −18 < 2 ⇒ −4x −18 +18 < 2 +18

  
⇒ −4x < 20⇒ −4x

−4
> 20

−4
⇒ x > −5

درنتيجه، عكس اين قضيه�ى شرطى برقرار است.

vÞdýËœ ÈÅtOC�
pاگر  ⇒ q و q ⇒ pهر دو قضيه�ى شرطى بـاشـنـد، در ايـن 

 يك قضيه�ى دوشرطى را تشكيل مى�دهند وq با pصورت مى�گوييم 
pمى�نويسـيـم  ⇔ q» :و مى�خوانـيـم p شرط لازم و كافـى بـراى q

 اگر و تنهاp» يـا «q آن است كه pاست» يا «شرط لازم و كافى بـراى 
».qاگر 

 در اين�جا، دو قضيه�ى دوشرطى آمده است:مثال:
x  . شـرط لازم و كـافــى بــراى ايــن�كــه ١ >  آن اسـت كــه5−

  − 4x −18 < 2.
. دو زاويه�ى مجاور به قاعده�ى يك مثلث با هم برابرند، اگر و٢

تنها اگر مثلث متساوى�الساقين باشد.

v²AÖ“UÐ  U³Ł«
گاهى اوقات براى اثبات بعضى از مسئله�ها، بايد از يك فرض يا

 بديهى شروع كنيم. اما در برخورد اول با مسئله،ًيك رابطه�ى كاملا
ممكن است اين رابطه�ى بديهى به ذهنمان نيايد. بنابراين با استفاده از
درستى حكم و انجام اعمال رياضى روى آن، سعى مى�كنيم بـه يـك
رابطه�ى بديهى برسيم. در چنين حالتى، براى تكميل اثـبـات، بـايـد
نشان دهيم كه تمام مراحل انجام شده بازگشت�پذير هستند. در غيـر

اين صورت، درستى اثبات تأييد نمى�شود.
 با استفاده از اثبات بازگشتى، حكم�هاى زير را ثابت كنيد:مثال:
، ثابت كنيد:b و a براى دو عدد حقيقى ال>)

   a
2 + b2 +1≥ ab + b + a

 ثابت كنيد:z و x ،y براى عددهاى حقيقى ب)
   4x2 + y2 + 9z2 + 27 ≥ 4x − 2y + 30z

 ثابت كنيد:z و x ،y براى عددهاى حقيقى ج)
   x

2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + xz

 ثابت كنيد:b و a براى عددهاى حقيقى و مثبت د)
   a

3 + b3 ≥ ab(a + b)

حل:
a  ال>)                                                

2 + b2 +1≥ ab + b + a

 ضرب مى�كنيم:٢دو طرف را در 
  2a2 + 2b2 + 2 ≥ 2ab + 2b + 2a

  ⇔ a2 + a2 + b2 + b2 +1+1− 2ab − 2b − 2a ≥0

  ⇔ (a2 − 2ab + b2) + (b2 − 2b +1) + (a2 − 2a +1) ≥0

  ⇔ (a − b)2 + (b −1)2 + (a −1)2 ≥0

 آخر همواره درست است، بنابراين آن را يك فرضِچون نابرابرى
بديهى درنظر مى�گيريم و با بازگشت مراحل انجام�شده، مى�توانيم به

درستى حكم برسيم.
4x2                           ب) + y2 + 9z2 + 27 ≥ 4x − 2y + 30z

  ⇔ 4x2 + y2 + 9z2 + 27 − 4x + 2y − 30z ≥0

  ⇔ (4x2 − 4x +1) + (y2 + 2y +1) + (9z2 − 30z + 25) ≥0



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى

مار
ش

 ٣�
هار

ب
١٣٨

٧

٣٦

متو
سطه

  ⇔ (2x −1)2 + (y +1)2 + (3z − 5)2 ≥0

چون نابرابرى آخر همواره درست است، پس با برگشت روابط،
مى�توان به درستى حكم رسيد.

x                                             ج)
2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + xz

  ⇔ 2(x2 + y2 + z2) ≥ 2(xy + yz + xz)

  ⇔ x2 + x2 + y2 + y2 + z2 + z2 − 2xy − 2yz − 2xz ≥0

  ⇔ (x2 + y2 − 2xy) + (y2 + z2 − 2yz) + (x2 + z2 − 2xz) ≥0

  ⇔ (x − y)2 + (y − z)2 + (x − z)2 ≥0

چون نابرابرى آخر همواره درست است، پس با بازگشت روابط،
مى�توان به درستى حكم رسيد.

د)
  a

3 + b3 ≥ ab(a + b) ⇔ (a + b)(a2 + b2 − ab) ≥ ab(a + b)

a  (چون  + b >0(                                  ⇔ a2 + b2 − ab ≥ ab

  ⇔ a2 + b2 − 2ab ≥0⇔ (a − b)2 ≥0

چون نابرابرى آخر همواره درست است، پس با برگشت روابط،
مى�توان به درستى حكم رسيد.

š ÊU¼dÐÔnK
براى اثبات درستى يك حكم با روش برهان خلd، ثابت مى�كنيم
كه خلاف حكم نادرست است. براى اين منظور، مراحل زيـر را بـه

ترتيب انجام مى�دهيم:
).ل>ُفرض خ. فرض مى�كنيم كه حكم مسئله درست نباشد (١
. نشان مى�دهيم كه فرض خلd نتيجه�اى به دست مى�دهد كه٢

خلاف فرض مسئله يا خلاف يكى از اصول يا قضيه�هـايـى اسـت كـه
 پذيرفته�ايم.ًقبلا

٣،dدر اين مرحله به تناقض مى�رسيم. بنابرايـن فـرض خـلـ .
باطل و حكم مسئله برقرار است.

٣ مضرب n3  ،  اگر n نشان دهيد با فرض صحيح بـودن مثال:
 است.٣ نيز مضرب nباشد، آن�گاه 

 برهان خلdحل:
n   نباشد (فرض خلd)، يعنى ٣ مضرب nفرض مى�كنيم  ≠ 3k

kكه  ∈Z:بنابراين داريم .
  n = 3k + 2  ;  (k ∈Z) يا   n = 3k +1

n  در حالتى كه  = 3k ، خواهيم داشت:1+
  n

3 = (3k +1)3 = 27k3 + 27k2 + 9k +1

                             
  
= 3(9k3 + 9k2 + 3k)

′k ∈Z
1 244 3444 +1= 3 ′k +1

 نيست و اين با٣ مضرب n3  در اين حالت ملاحظه مى�كنيم كـه 
فرض مسئله متناقض است.

n  در حالتى كه  = 3k + ، خواهيم داشت:2
  n

3 = (3k + 2)3 = 27k3 + 54k2 + 36k + 8

                      
  
= 3(9k3 +18k2 +12k + 2)

′′k ∈Z
1 24444 34444 + 2 = 3 ′′k + 2

 نيست و اين٣ مضرب n3  در اين حالت نيز ملاحظه مى�كنيم كه 
با فرض مسئله متناقض است.

،dدرنتيجه، در هر دو حالت به تناقض رسيديم. پس فرض خل
باطل و حكم برقرار است.

 باشد، نشان دهيـد٥ مضرب n2   عددى صحيـح و n اگر مثال:
 است.٥ نيز مضربى از nكه 

 برهان خلdحل:
 نباشد (فرض خـلـd)،٥ عدد صحيح و مضـرب nفرض كنيـم 

n  بنابراين  ≠ 5k كه k ∈Z:و داريم 
  n = 5k n   يــــــــا 1+ = 5k + n   يــــــــا 2 = 5k +  يـــــــــا3

  (k ∈Z);n = 5k + n   يعنى 4 = 5k + i:به�طورى كه 
  k ∈Z, i ∈ 1,2, 3,4{ }

 را حساب كنـيـم،n2  اگر در هر يك از حالت�هـاى بـالا مـقـدار 
 نيست و اين با فرض مسئـلـه٥ مضرب n2  ملاحظه خواهيم كرد كـه 

تناقض دارد. درنتيجه، در هر حالت به تناقض مى�رسيم. پس فرض
خلd، باطل و حكم برقرار است.

3   ثابت كنيد كه مثال:
 گنگ است.3

 برهان خلdحل:
3  فـرض كـنـيــم 

3   پـس فـرض خـلــ>)( گـنـگ نـبـاشــد، 3
3

گوياست. يعنى:

  
3

3
= p

q
;p, q ∈Z, q ≠ 0, (p, q) = 1



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

 ٣
هار 

ب
١٣٨

٧

٣٧

متو
سطه

  
3

3
= p

q
⇒ ( 3

3
)3 = (

p
q

)3 ⇒ p3 = 3q3

p  از برابرى آخر نتيجه مى�گيريم كه 
 نيزp است، پس ٣ مضرب 3

p   است، يعنى ٣مضرب  = 3k كه k ∈Z:

  

p3 = 3q3

p = 3k

⎧
⎨
⎩

⇒ (3k)3 = 3q3 ⇒ q3 = 9k3 = 3(3k3 )
′k ∈Z

123 = 3 ′k

q  از اين برابرى نتيجه مى�گيـريـم كـه 
q است، پـس ٣ مضرب 3

q   است، يعنى ٣مضرب  = 3k1 كه   k1 ∈Z بنابراين .p و qهر دو 
,p)   هستند و اين بـا فـرض ٣مضرب  q) =  در تناقض است. پـس1

فرض خلd، باطل و حكم برقرار است.
3   ثابت كنيد كه مثال: −  عددى گنگ است.5
 برهان خلdحل:

3  فرض كنـيـم كـه  − ). پسفرض خـلـ>( گنگ نبـاشـد 5
  3 −  عددى گوياست، يعنى:5

  3 − 5 = a  ,  a ∈Q

  3 = a + 5 ⇒ ( 3 )2 = (a + 5 )2 ⇒ 3 = a2 + 5 + 2a 5

  
⇒ 5 = −a2 − 2

2a
∈Q

5  درنتيجه  ∈Q متناقض است.5   و اين با گنگ بودن عدد 
بنابراين به تناقض رسيديم. پس فرض خلd، باطل و حكم بـرقـرار

است.
 تمام اعداد اول كوچك�تر يا مساوىp و… و �٥، �٣، ٢ اگر مثال:

p باشند، ثابت كنيد كه   N = (2 × 3 × 5×…×p)  يا اول است1+
 دارد.pيا عامل اول بزرگ�تر از 

قبل از حل اين مثال لازم است كه نكته�هاى زير را مطرح كنيم:
n   هر عدد طبيعى .١  يك عامل اول دارد، يا به عبارت ديگر،1<

بر يك عدد اول بخش�پذير است.
b   و a هرگاه .٢ ≠ b بر a دو عدد صحيح باشند، به�طورى كه 0

 يافتqبخش�پذير باشد، در اين صورت يك عـدد صـحـيـح مـانـنـد 
aمى�شود؛ به گونه�اى كه  = b × q.

 بخش�پذيـرc بر عدد صحـيـح b و a هرگاه دو عدد صحـيـح .٣
aباشند، در اين صورت  ± b بر c.بخش�پذير است 

حل مثال با برهان خل>
N  فرض كنيـم  = (2 × 3 × 5×…×p)  اول نباشد و عامـل1+
 نداشته باشد (فرض خلd). در اين صـورت عـددpاول بزرگ�تر از 

N كه بزرگ�تر از يك و طبيعـى اسـت، عـامـل اولـى مـانـنـد ′pدارد 
 ندارد.p عامل اول بزرگ�تـر از N). از طرف ديگر، عدد ١(نكته�ى

p′  بـنـابـرايــن  ∈ 2, 3,5,…, p{  بـخـش�پـذيـر اســتp′ بــر N و {
N). يعنى: ٢(نكته�ى = ′p × q(q ∈Z)يا 

)١                                      (  (2 × 3 × 5×…×p) +1= ′p × q

p′  چون  ∈ 2, 3,5,…, p{ 2)  ، بنابراين { × 3 × 5×…×p)بر 
′p:بخش�پذير است. يعنى 

)٢                      (  (2 × 3 × 5×…×p) = ′p × ′q    ( ′q ∈Z)

 داريم:٣ و نكته�ى ٢ و ١با توجه به رابطه�هاى 

  

(2 × 3 × 5×…×p) +1= ′p × q

(2 × 3 × 5×…×p) = ′p × ′q

⎧
⎨
⎩
(2 × 3 × 5×…×p) +1− (2 × 3 × 5×…×p) = ′p × (q − ′q )

q1∈Z
124 34

  ⇒1= ′p × q1

 بخش�پذيـرp′ بر عدد اول ١از رابطه�ى اخير مى�فهميم كه عـدد 
است و اين غيرممكن است (تناقض). پس فرض خـلـd، بـاطـل و

حكم مسئله برقرار است.

rOI²�� ÊU¼dÐ
pدر قضيـه�اى بـه صـورت  ⇒ qبه برهانى كه بـا اسـتـفـاده از ،

 درست است، برهان مستقيم گويـيـم.q نشان مى�دهد كـه pدرستى 
استدلال استنتاجى و اثبات قضيه�هاى شرطى، دو نوع از برهان�هاى

مستقيم�اند.

rOI²��dOž ÊU¼dÐ
به استدلال�هايى مانند برهان خلd يا اثبات بازگشتى كه در آن�ها
شيوه�ى برهان مستقيم نيست، يعنى برهانى كه حكم را به�طور مستقيم

از فرض نتيجه نگيريم، برهان غيرمستقيم گوييم.


