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اين مقاله در تكميل بحث اعداد گويا و گنگ از كتاب رياضيات
سال اول متوسطه آمده است. با توجه به گستردگى و جالب بودن
اين بحث و سؤالات فراوان دانش0آموزان علاقه0مند، در اين مقاله
كوشش شده است، به طرح چند بحث ديگر همراه با حل تعدادى
مسئله بپردازيم. لذا از ذكر تعري0Bها و ويژگى0هاى مقدماتى اعداد
گويا و گنگ صرف0نظر و بيشتر به مسائلى توجه كرده0ايم كه در

كتاب درسى به وضوح به آن0ها پرداخته نشده است.

±s?OÐ U¹uÖ œbŽ œ«bFð d¼ s²�U¹ È«dÐ vK� È—u²Ýœ Æ
÷ËdH� ÈU¹uÖ œbŽ Ëœ

مجموعه�ى اعداد گويا را به اين صورت تعري� مى�كنيم:

  
Q = m

n
|m ∈z, n ∈N:(m, n) = 1⎧⎨

⎩
⎫⎬
⎭

aدو عدد گوياى 
b

c و 
d

a را در نظر مى�گيريم. با فرض 
b

< c
d

aبـه�راحـتـى ديــده مــى�شــود كــه: 
b

< a + c
b + d

< c
d

. از آن�جـا كــه

مسائل و مباحثى پير

امون اعداد

 ●

عنايت�اله ر
استى�ز

اده ـ دبير رياضى شير

از

گويا و گنگ

  10x − x = 9 / 9999...−
0/ 9999...

  
1

17 =0/0588235294117647
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a
b

= na
nb

na، پس: 
nb

< c
d

a و در نتيـجـه: 
b

< na + c
nb + d

< c
d

 كـه

n ∈N.
به كمك دستور فوق مى�توانيم هر تعداد عدد گويا كه بخواهيم،
بين دو عدد گوياى مفروض بيابيم. هم�چنين درباره�ى وضع نسـبـى

اين اعداد مى�توان ثابت كرد كه:

  

a
b

< na + c
nb + d

<L< 3a + c
3d + d

< 2a + c
2b + d

< a + c
b + d

< c
d

n′بـه ايـن مـنـظـور فـرض كـنـيـم: < ′′n:كـنـيــم�ثـابـت مـى .
′′n a + c

′′n b + d
< ′n a + c

′n b + d
 كه با توجه به مثبت بودن مخرج�ها خواهيـم

داشت:
′′n ′n ab + ′′n ab + ′n bc + cd < ′′n ′n ab + ′′n bc + ′n ab + cd

⇔ ( ′′n − ′n )ad < ( ′′n − n)bc ⇔ ac < bc ⇔ a
b

< c
d

≤ —u?� tÐ v¼UM²�U� È«ÅÁ—Ëœ È—UAŽ« œbŽ s²ýu� Æ
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نشان دهيد كه هر عدد اعشارى دوره�اى نامتـنـاهـى را مـى�تـوان
به�صورت متعارفى نوشت.

 هر عدد اعشارى متناوب را مى�توانيم به اين صورت بنويسيم:حل:
  x = 0/ a1a2Las b1b2Lbt

 رقم متوالى در قسمـتs، تعـداد as،… و a1،  a2  كه در آن: 
 رقم در قسمت تكرارىt، تعداد bt،… وb1 ،  b2  غيرتكرارى، و 

+10s   و سپس در 10s   را در xرا نشان مى�دهند. اگر ابـتـدا  tضـرب 
كنيم و بعد عمل تفريق را انجام دهيم، به�دست مى�آوريم:

  10s × x = a1a2Las +0/ b1b2Lbt

  10s+ t × x = a1a2Lasb1b2Lbt +0/ b1b2Lbt

و:

  (10s+ t −10s )x = a1a2Lasb1b2Lbt − a1a2Las

بنابراين:

  
x = a1a2Lasb1b2Lbt − a1a2Las

10s+ t −10s

≥ ËUH²� È—UAŽ« g¹UL� Ëœ È«—«œ ÈU¹uÖ ÈU¼œbŽ Æ

aبين عددهاى گويا مانند
b

، كدام يك داراى دو نمايش اعشارى
�متفاوت هستند؟ًاساسا

a: پاسخ اين است كه: عددهـاى گـويـاى حل
b

به ساده�تـريـن(

٥و٢ بر هيچ عدد اول ديگـرى غـيـر از bصورت) با اين ويژگـى كـه 
a  بخش�پذير نباشـد و  ≠ . اين حقيقت از آن�جا ناشى مى�شـود كـه0

/0  و عدد اعشارى بى�پايان ١بين اعداد اعشارى پايان�دار  9999...،

تساوى برقرار است. اگر هر دو طرف تساوى 
  

1
3

= 0/  را...3333
=1  ضرب كنيم، نتيـجـه�ى بـه�ظـاهـر عـجـيـب ٣در  0/  را...9999

به�دست مى�آوريم. از ديد ديگرى نيز مى�توان به تساوى اخير رسيد.
x  فرض كنـيـم:  = 0/ 10x  ، پس:...9999 = 9 / 9999....

بنابراين:
  10x − x = 9 / 9999...−0/ 9999...

9x  در نتيجه:  = x   و 9 = 1.
از اين نتيجه مى�توان براى برگرداندن هر عدد اعشارى پايان�دار

:ًبه صورت بى�پايان استفاده كرد. مثلا
  0/ 43 = 0/ 429 6 / 81= 6 / 809 21/09999...= 21/1

/0   ًتذكر اين مطلب ضرورى است كه علاوه بر نوشتن مثلا 43

/0  به�صورت  ، مى�توانيم اين عدد را بـه صـورت�هـاى...429999
زير نيز بنويسيم:

  0/ 430 ,  0/ 4300 ,  0/ 43000 ,  0/ 430000...

/0  با وجود اين، تفاوت اين�ها با خـود   آن�قدر جزئى اسـت43
�متفاوت نمى�گذاريم. وقتىًكه ما آن�ها را در ردي� نمايش�هاى اساسا

/0  به�صورت اعشارى و بى�پايان عددى ماننـد   اشاره مى�كنيـم،43
/0  مقصودمان  /0   است و نه ...42999 43000...

°a¹—Uð tÐ È—cÖ
، كسرهاى اعـشـارى مـتـنـاوب را مـوردكارل فـردريـك گـاوس

مطالعه قرار داد. او على�رغم نبوغ سرشار بـراى جـسـت�وجـوهـاى
آزمايشى خود، از سنگيـنـى مـحـاسـبـه�هـا و كـار عـظـيـم بـا عـددهـا

 جدول كاملى از نمايش اعشارى هـزار عـددًروى�گردان نشد و مثـلا

و ١گوياى 
  

1
2

 و 
  

1
3

و… و
  

1
1000

بعضى از اين اعداد( را تشكيل داد. 

ًدوره�ى گردشى به�طول چند صد��رقم دارند!) و بالاخره نظريه�ى نسبتا
كاملى در مورد كسرهاى اعشارى متناوب ارائه داد.

¥È«ÅÁ—Ëœ È—UAŽ« œ«bŽ« “« vCFÐ V
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به بسط اعشارى كسرهاى زير توجه كنيد:

  

1
7

= 0/142857 1+ 4 + 2 + 8 + 5 + 7 = 27

  

1
11

= 0/09 0+ 9 = 9

  

1
271

= 0/00369 0+0+ 3 + 6 + 9 = 18

  

1
37

= 0/027 0+ 2 + 7 = 9

همان�طور كه ديده مى�شود، مجموع ارقام دوره�ى تناوب در هر
 بخش�پذير است. اين مطلب اتفاقى نيست! ثابت مى�كنيم٩حالت بر 

� بخش�پذير نباشد، مجموع ارقام دوره�ى تـنـاوب٥ و٣�،�٢ بر nاگر 
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كسر 
  

1
n

 بخش�پذير خواهد بود.٩ بر 
خواهيم داشت:

  

1
n

= 0/ a1a2Lat

  
⇒10t × 1

n
= a1a2Lat +0/ a1a2Lat

  
⇒ 10t

n
− 1

n
= a1a2Lat ⇒ (10t −1) = n(a1a2Lat )

10t  اما  n(a1a2Lat   است، پس: ٩ عددى مضرب 1− ) = 9k.
 بخش�پذير نخواهـد بـود و در٩ بر n بخش�پذير نيسـت، پـس ٣ بر nچون 

a1a2Lat  نتيجه:  = 9 ′k پذير است كه مجموع٩. اما عددى بر�بخش 
a1   بخش�پذير باشد. لـذا: ٩ارقامش بر  + a2+L+atيعنى مجموع .

 بخش�پذير است.٩ارقام دوره�ى تناوب بر 

μÈ—U?A?Ž« œ«b?Ž« “« v?C?F?Ð d~¹œ V
Uł vÖó¹Ë p¹ Æ
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اين مطلـب از كـتـاب «ابـتـكـارهـايـى در ريـاضـيـات»، تـألـيـ�
 انتخاب شده است. اعداد گويايى با مـخـرج اول راراس�هانسبرگـر

بررسى مى�كنيم كه طول دوره�ى بسط�هاى اعشارى آن�ها زوج است.
چند مثال از اين�گونه اعداد عبارت�اند از:

  

1
7

= 0/142857

  

1
13

= 0/076923

  

1
17

= 0/0588235294117647

  

1
19

= 0/052631578947368421

در اولين نگاه، دوره�هايى كه در سمت راست ديده مى�شـونـد،
چندان جالب به�نظر نمى�رسند. ولى با نگاه دقيق�تر معلوم مى�شود،
همه از اين ويژگى برخوردارند كه مجموع هر دو رقم از آن�ها كـه بـه

است. اگر در ايـن٩اندازه�ى نص� طول دوره از هم�فاصله دارنـد، 
مثال�ها كوتاه�ترين دوره�ها را در نظر بگيريم و به دو قسمت تـقـسـيـم
كنيم و اين دو قسمت را، به�صورت دو عدد معمولى، با هـم�جـمـع

كنـيـم، در 
  

1
7

 داريـم: 
  

142

857

999

+

، در 
  

1
13

 داريم: 
  

076

923

999

+

، در 
  

1
17

داريم: 
  

05882352

94117647

99999999

+

 و در 
  

1
19

 داريم: 
  

052631578

947368421

999999999

+

آيا اين مثال�ها از الگويى كلى پيروى مى�كنند؟ جواب «مـثـبـت»

nاست. اگر بسط اعشارى عدد گوياى 
p كه در آن pعدد اولى مخال� 

 است، يك عدد اعشارى دوره�اى، داراى كوتاه�تـريـن دوره بـا٥و٢
تعداد زوجى از ارقام باشد، آن�گاه همه�ى رقم�هاى مجموع دو نيمه�ى

 است.٩آن دوره، كه به�صورت اعداد معمولى در نظر گرفته شوند، 
اثبات اين مـطـلـب از حـوصـلـه�ى مـقـالـه�ى حـاضـر خـارج اسـت و

علاقه�مندان را به مرجع ذكر شده ارجاع مى�دهيم.

∂©v�bA�ÅÁœUÝ® d¹cÄU�Åq¹u×ð ÈU¼d�� Æ

ثابت كنيد كسر 
  

5n + 2
3n +1

، يكn به�ازاى همه�ى مقادير صحيـح 
كسر تحويل�ناپذير (ساده�نشدنى) است.

 بايد نشان دهيم بزرگ�ترين مقسوم�عليه مشترك صورت وحل:
مخرج كسر برابر يك است، يعنى نشان دهيم:

  (5n + 2, 3n +1) = 1

يكى از روش�هاى يافتن ب.م.م روش نردبانى (روش تقسيمات
متوالى) است. در اين روش آخرين باقى�مانده�ى غيرصفـر، هـمـان

ب.م.م است.
  5n + 2 = (1)(3n +1) + (2n +1)

  3n +1= (1)(2n +1) + (n)

  2n +1= (2)(n) +1

  n = n(1) +0

5n  لذا  + 3n   و 2  نسبت به�هم اول�اند.1+
,a)  روش دوم استفاده از اين قضيه است كـه  b) =  اگر و تنهـا1

ra   به�گونه�اى يافت شوند كـه sوrاگر عددهاى صحيـح  + sb = 1.
در اين مسئله داريم:

  3(5n + 2) + (−5)(3n +1) = 1

∑vIOI×ð È—UAŽ« ÈU¼d�� Æ

ثابت كنيد كسـر 
  

1
7a +1

، كسرa به�ازاى بى�شمار عدد طبيـعـى 
اعشارى تحقيقى است.

 با توجه به اتحاد زير داريم:حل:
   a

n − bn = (a − b)(an−1 + an−2b+L+bn−1)

  8
k −1= (8 −1)(8k −1 + 8k −2+L+1)

8  پس:                                                                       
k −1= 7t

7t  يعنى:  +1= 8k 7   و ياt +1= 23k.

بنابراين، كسر 
  

1
7a +1

 كه تساوىa به�ازاى بى�شمار عدد طبيعى 

  7a +1= 23k چون( برقرار شود، يك كسر اعشارى تحقيقى است
k ∈N شمار�پس بى ،aتوان يافت�با اين ويژگى مى (.

°a¹—Uð tÐ È—cÖ

 سال قبل از٥٠٠ در حدود ً گويا نيست. اين واقعيت عملا2  
 اثبات شده است. درفيثاغـورس توسط خود ًميلاد مسيح و احتمالا
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