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پرويز شهريارى

١٣.   4 x−2 +16 −10× 2 x−2 = 0.
 مى�نويسيم:22   را به صورت ٤ حل:

  22 x−2 −10× 2 x−2 +16 = 0

2  كه با فرض 
x−2 = y:به�دست مى�آيد ،

  y2 = y    و  8
2 −10y +16 = 0⇒ y1 = 2

بنابراين:
  2 x−2 = 8 = 2    و  23 x−2 = 2

x  يعنى  − 2 = x   و 1 − 2 =  و درنتيجه:3
  x2 = x1    و  11 = 3

١٤. 
  
2 log2 + (1+ 1

2x
) log 3 − log( 3

x
+ 27) = 0.

 معادله�ى مفروض را مى�توان اين�طور نوشت:حل:

  log4 + log(3
1+ 1

2x ) = log( 3
x

+ 27)

با اندكى تبديل به�دست مى�آيد:

  log(4 × 3 × 3
1

2x ) = log(3x + 27)

  ⇒12 × 3
1

2x = 3x + 27

  ⇒ 3
1

x −12 × 3
1

x
.
1

2 + 27 = 0

اگر 
  3

1

x
.
1

 فرض كنيم، y را 2
  3

1

x برابر   y
 مى�شود و به معادله�ى2

درجه�ى دوم زير مى�رسيم:
  y2 = y    و  3

2 −12y + 27 = 0⇒ y1 = 9

 پاسخ:
  
x1 = 1

4
 و 

  
x2 = 1

3
.

١٥.   2xlog x + 3x− log x = 5.
 داريم:حل:

  
2xlog x + 3

xlog x = 5

كه به صورت اين معادله در�مى�آيد:
  2x2log x − 5xlog x + 3 = 0

xlogكه نسبت به  x:از درجه�ى دوم است و بنابراين 

  
xlog x = 3

2
xlog    و   x = 1

از حل معادله�ى اول به�دست مى�آيد:
  x = log2    و  1 x = 0

و از حل معادله�ى دوم:

  
log2 x = log

3
2

⇒ log x = ± log
3
2
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اتحاد و معادله (
١٤( اتحاد و معادله (
١٤(

معادله�هاى لگاريتمىمعادله�هاى با توان مجهول و
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x1   پاسخ: = x2,3   و 1 = 10
± 3

2.

١٦                                               . 
  loga ax

4
+ logx ax

4

  
+ loga

x
a

4 + logx
x
a

4 = a

 داريم:حل:

  

1
4

(1+ loga x) + 1
4

(1+ logx a)

  
+ 1

4
(loga x −1) + 1

4
(logx a −1) = a

روشن است كه 
  
logx a = 1

loga x
؛ بنابراين:

  

1
4

(1+ loga x) + 1
4

(1+ 1
loga x

)

  
+ 1

4
(loga x −1) + 1

4
(

1
loga x

−1) = a

كه مى�توان آن را چنين نوشت:

)١                          (
  

(1+ loga x)2

4 loga x
+ (loga x −1)2

4 loga x
= a

loga  در حالتى كـه  x a   باشد، 1< ١)( است و معادلـه�ى 1<
چنين مى�شود:

  loga x = a loga x ⇒ loga x = a2 ⇒ x = aa2

>0  در حـالـت  loga x ≤1 ،  a ١) چـنـيـن( و مـعـادلــه�ى 1>
مى�شود:

  

1+ loga x

2 loga x
− loga x −1

2 loga x
= a

كه از آن�جا به�دست مى�آيد:

  
1= a loga x ⇒ loga x = 1

a2 ⇒ x = a
1

a2

x1   پاسخ: = aa2 و 
  x2 = a

1

a2.

١٧.                                                                
  

3x − 2y2

= 77

3
x

2 − 2
y2

2 = 7

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

 معادله�ى اول دستگاه را به اين صورت مى�نويسيم:حل:

  (3
x

2 )2 − (2
y2

2 )2 = 77

از تقسيم دو طرف اين معادله بـر دو طـرف مـعـادلـه�ى دوم، بـه
معادله�اى مى�رسيم كه با معادلـه�ى دوم، ايـن دسـتـگـاه را تـشـكـيـل

مى�دهند:

  

3
x

2 + 2
y2

2 = 11

3
x

2 − 2
y2

2 = 7

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x1   پاسخ: = 4 ،  y1 = 2 ،  x2 = y2   و 4 = − 2.

١٨. xy = yx

xm = yn

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
m به شرط  ≠ n.

 را به دست مى�آوريم:x از معادله�ى اول، حل:

x = y

x

y

كه مى�توان آن را اين�طور نوشت:

)١                                                                           (xm = y

mx

y

از مقايسه�ى اين معادله با معادله�ى دوم دستگاه به دست مى�آيد:

yn = y

mx

y

y  از اين�جا نتيجه مى�گيريم: يا  = mx و يا 1
y

= n:؛ يعنى

)٢                                                                               (y = mx
n

y  براى  = x  ، به دست مى�آيد 1 = 1.
 را از رابطه�ى (٢) در معادله�ى دوم دسـتـگـاه قـرارyاگر مقـدار 

دهيم:

xm = xn .(
m
n

)n

يا:

xm−n = (
m
n

)n

 به�دست مى�آيد:xكه از آن�جا، مقدار 

                                          پاسخ:
  

x2 = (
m
n

)
n

m−n

y2 = (
m
n

)
n

m−n

,     
x1 = 1

y1 = 1
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١٩. xy = yx

ax = by

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
x   بـا شــرط  >0 ،  y >0 ،  a >0 ،  b ؛0<

a ≠ b ،  a ≠ b   و 1 ≠ 1.
 از دو طرف معادله�ى دوم لگاريتم مى�گيريم:راه�حل اول:

                                                                (١)x log a = y log b

x  فرض مى�كنيم:  = bt و y = azدر اين صورت معادلـه�ى .
اول به اين صورت در�مى�آيد:

byt = axz

byچون با توجه به معادله�ى دوم  = ax:است، بنابراين 
  a

tx = axz ⇒ tx = xz ⇒ x(t − z) = 0

x  يعنى يا  = t و يا 0 = z.
x  براى  =  مساوى صفر مى�شود كه بـا شـرط�هـاىy، مقـدار 0

zمسئله نمى�سازد. براى  = t:داريم 
)٢                                                               (y = az  و  x = bz

 قرار دهيم، به�دست مى�آيد:y و xكه اگر در رابطه�ى (١) به جاى 

bz log a = az log b ⇒ (
b
a

)z = log b
log a

و از آن�جا:

z =
log

log b
log a

log
b
a

=
log

log b
log a

log b
.

log b

log
b
a

نسبت لگاريتم�هاى دو عدد، به مبنـايـى كـه لـگـاريـتـم در آن�هـا
محاسبه شده است، مربوط نيست، بنابراين:

b

log
log b

log a
log b = b

logb
log b

log a
logb b = log b

log a
;

log
log b
log a

log b
.

log b

log
b
a

= (
log b
log a

)

log b

log
b

a

x = bz = b

درنتيجه، با شرط 
  

log b
log a

 داريم:0<

x = (
log b
log a

)

log b

log
b

a

و به همين ترتيب:

y = (
log b
log a

)

log a

log
b

a

ولى با شرط 
  

log b
log a

، معادله بدون پاسخ است.0>

 داريم:راه حل دوم:
)١                                                                (y log x = x log y

)٢                                                                (x log a = y log b

از دو رابطه�ى بالا، به اين رابطه مى�رسيم:

)٣                                                                    (log y
log x

= log a
log b

)، يك�بار ديگر لگاريتم بـگـيـريـم (بـا فـرض٢اگر از رابطـه�ى (
  log a log   و 0< b ، به�دست مى�آيد:)0<

)٤                           (log x − log y = log log b − log log a

log)، مقدارهاى ٤) و (٣با حل دستگاه معادله�هاى شامل ( x

logو  y به�دست مى�آيد و پاسـخ وقـتـى وجـود دارد كـه 
  

log b
log a

>0

باشد.
و اينك، يك مسأله مى�شود:

 يك مثلث را با معلوم بودن زاويه�ىC و B الT) زاويه�هاى .٢٠
A و رابطه�ى 

  
sin

B
2

sin
C
2

= m به�دست آوريد   (m >0).

ب) از بخش الT نتيجه بگيريد: 
  
sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

≤ 1
8

.

 جواب�هاى اين دستگاه هستند:C و B الT) زاويه�هاى حل:

  

B
2

+ C
2

= π
2

− A
2

sin
B
2

sin
C
2

= m

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

)  B >0 ،  C . از معادله�ى دوم دستگاه نتيجه مى�شود:)0<

  
cos

B − C
2

= 2m + sin
A
2

αرا زاويه�ى حاده�اى در نظر مى�گيريم كه كسـيـنـوس آن بـرابـر 

  
2m + sin

A
2

 باشد؛ يعنى: 
  

B − C
2

= α:آن�وقت .

  
C = π

2
− A

2
− α;  B = π

2
− A

2
+ α

 وجود داشته باشد، اين است كه داشته باشيم:αشرط اين�كه 

  
2m + sin

A
2

≤1
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B مثبت باشند، با فرض C و Bبراى اين�كه زاويه�هاى  > Cبايد 
داشته باشيم:

  
cosα > sin

A
2

  يا و 
  
α < π

2
− A

2

بنابراين، شرط وجود جواب عبارت است از:

  
sin

A
2

< 2m + sin
A
2

≤1

از نابرابرى سمت راست نتيجه مى�شود:

  
m ≤ 1

2
(1− sin

A
2

)

ب) از بحث بالا نتيجه مى�شود:

  
sin

B
2

sin
C
2

≤ 1
2

(1− sin
A
2

)

دو طرف نابرابرى را در 
  
sin

A
2

 ضرب مى�كنيم:0<

  
sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

≤ 1
2

(1− sin
A
2

)sin
A
2

  
(1− sin

A
2

)sin
A

، حاصل�ضرب دو عامل مثبت به مجـمـوع2

واحد است و حداكثر حاصل�ضرب در حالت برابرى آن�ها بـه�دسـت

مى�آيد؛ يعنى وقتى كه 
  
sin

A
2

= 1
2

 باشد. درنتيجه:

  
sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

≤ 1
8

و اين هم يك مسئله درباره�ى محاسبه در مثلثات:
 حاصل اين عبارت را محاسبه كنيد:.٢١

  
f (α) = (

1− sin α
1+ sin α

− 1+ sin α
1− sin α

)

  
×(

1− cosα
1+ cosα

− 1+ cosα
1− cosα

)

sin   حـــل: α cosα   و 1≥ ±1  . بــنــابـــرايـــن 1≥ sin αو 
  1± cosαيعنى مقدارهاى زير راديكال�ها، هميشه مثبت هستند و ،

مى�توان عمل�هاى مربوط به راديكال�ها را درباره�ى آن�ها انجام داد:

  

1− sin α
1+ sin α

− 1+ sin α
1− sin α

= (1− sin α) − (1+ sin α)

1− sin2 α
= 2sin α

cosα

به همين ترتيب به دست مى�آيد:

  

1− cosα
1+ cosα

− 1+ cosα
1− cosα

= 2cosα
sin α

براى كمان�هايى كه انتهاى آن�ها در نـيـمـه�ى اول دايـره بـاشـد،
sin α مثبت و بنابراين sin α = sin αاست. و براى كمان�هايى 

sinكه انتهاى آن�ها در نيمه�ى دوم دايره بـاشـد،  αمنفى و بنابراين 
sin α = − sin α.است 

همچنين، براى كمان�هايى كه انتهاى آن�ها در نيمه�ى راست دايره
cosα مـثـبـت و بـنـابــرايــن cosαبـاشــد،  = cosαو بـراى ،

 منفىcosαكمان�هايى كه انتهاى آن�ها در نيمه�ى چپ دايره باشد، 
cosαو  = − cosα:است. بنابراين داريم 

                      

     (مربع اول)
  
2kπ < α < 2kπ + π

2
٤به شرطى كه  

          (مربع دوم)
  
2kπ + π

2
< α < (2k +1)π  ٤به شرطى كه-

f (α)

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

    (مربع سوم)
  
(2k +1)π < α < 3kπ + 3π

4
٤به شرطى كه  

 (مربع چهارم)
  
2kπ + 3π

2
< α < (2k + 2)π ٤ به شرطى كه-

fتابع  (α) تابعى متناوب با دوره�ى تناوب ،πاست. نمايش 
−تغيير اين تابع در فاصله�ى از  π تا π.در اين�جا رسم شده است 

نقطه�هاى 
  
α = k

π
2

، نقطه�هاى ناپيوستگى تابع هستند:

− π − π
2

π

2

x

y

π


